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В книге приведены результаты теоретических и эксперименталь­
ных исследований деформативности элементов и соединений плане­
тарных редукторов, включая зубья прямозубых и косозубых зубчатых 
колес, шлицов шлицевых муфт, ободьев зубчатых колес и шлицевых 
муфт, осей сателлитов, корпуса водила. Изложенный в монографии 
материал позволяет на стадии проектирования планетарных редукто­
ров определять поле деформаций планетарных редукторов и конструк­
тивные размеры их деталей в соответствии с основными эксплуатаци­
онными характеристиками.

Книга предназначена для научных работников и инженеров-кон- 
структоров, занимающихся проектированием, расчетом и исследова­
нием планетарных механизмов.
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В авиации и судостроении находят широкое применение плане­
тарные редукторные системы, в которых выравнивание статиче­
ской нагрузки по параллельным потокам мощности (между сател­
литами) достигается, с одной стороны, повышением податливости 
элементов (таких, как эпицикл, система блокирующих и сое­
динительных муфт), а с другой стороны, исключением опор у цент­
ральных колес (эпицикл, солнечная шестерня). Такая «плаваю­
щая подвеска» центральных колес совместно с упругой деформа­
цией податливых элементов позволяет частично компенсировать 
неизбежные погрешности изготовления и монтажа зубчатых ко­
лес в планетарном механизме.

В реальных конструкциях трудно обеспечить идеальное прост­
ранственное шарнирное соединение центральных колес, поэтому 
в планетарных механизмах плавающая подвеска обеспечивается 
включением шлицевых (зубчатых) соединений. В последних при 
плавании центральных колес возникают внутренние восстанавли­
вающие упругие силы и силы трения, которые оказывают зна­
чительное влияние на статику и динамику планетарного меха­
низма.

В настоящее время нет еще достаточно полно разработанной 
теории планетарных механизмов с плавающей подвеской централь­
ных колес и податливыми элементами, поэтому вопрос выбора ра­
циональной (с точки зрения выравнивания статической нагрузки 
по параллельным потокам мощности) конструкции механизма ре­
шается исключительно экспериментальным путем. Опыт показы­
вает, что эксплуатационные характеристики планетарных редук­
торных систем рассматриваемого типа в значительной мере зависят 
от компенсации погрешностей изготовления и монтажа зубчатых 
колес и связанного с процессом плавания центральных колес и 
упругим деформированием податливых элементов редукторных 
систем.

Разработка комплекса конструктивных и технологических ме­
роприятий, направленных на улучшение эксплуатационных (жест- 
костных, прочностных, виброакустических) характеристик пла­
нетарных редукторных систем с плавающими центральными коле­
сами, вызывает необходимость тщательного исследования меха­
низма плавания центральных колес с учетом взаимодействия ки­
нетических пар и упругого деформирования элементов и соедине­
ний редуктора.

Поскольку эксплуатационные характеристики планетарных'ре­
дукторных систем^зависят от совместного влияния погрешностей



изготовления и монтажа зубчатых колес и других элементов пла­
нетарного механизма, упругих деформаций податливых его эле­
ментов, то исследование плавания центральных колес невозможно 
проводить без рассмотрения точностной и жесткостной сторон 
этой проблемы.

Настоящая работа посвящена теоретическому и эксперимен­
тальному исследованию деформативности основных элементов и 
соединений планетарных механизмов. В книге также освещены ре­
зультаты работ, выполненных по рассматриваемой проблеме дру­
гими исследователями.

Во введении сформулированы основные задачи строительной 
механики планетарных механизмов и рассмотрены основные ти­
повые схемы современных планетарных механизмов, особенности 
их работы в условиях высокой податливости элементов и соеди­
нений.

В первом разделе книги освещены вопросы, касающиеся дефор­
мации зубьев и шлицов зубчатых механизмов. В главе 1 опреде­
лены составляющие суммарной деформации зубьев прямозубых 
зубчатых колес, приведено сопоставление расчетных величин 
деформации прямых зубьев с их экспериментальными значе­
ниями.

Определенная кривая податливости прямого зуба в функции от 
положения контактной точки на профиле зуба, кроме того, явля­
ется вспомогательной величиной, необходимой для нахождения 
упругой деформации зуба косозубого зубчатого колеса.

В главе 2 на базе упрощенной модели упругого основания 
предложен метод определения упругой деформации зуба косозу­
бого зубчатого колеса.

В главе 3 получены зависимости для определения деформации 
шлицов, причем рассмотрены случаи отсутствия и наличия пере­
косов между осями сопрягаемых шлицевых муфт, поскольку это 
вызывает необходимость составления разных расчетных схем 
шлицов. В этой же главе рассмотрена особенность, присущая 
только планетарным механизмам с высокой податливостью звеньев 
(в частности, ободьев шлицевых муфт), заключающаяся в пери­
одическом изменении крутильной жесткости шлицевого соединения 
при ограниченной точности изготовления шлицевых венцов по 
окружным шагам.

Второй раздел книги (главы 4—6) посвящен исследованию де­
формативности ободьев зубчатых колес и шлицевых муфт плане­
тарных механизмов. В главе 4 выполнен расчет деформированного 
состояния центральных зубчатых колес (солнечная шестерня и 
эпицикл). Применение метода элементарной нагрузки позволило 
решить задачу о деформации ободьев зубчатых колес при произ­
вольной самоуравновешенной системе сил, приложенных к ним, 
что особо важно для учета влияния неравномерности распределе­
ния нагрузки между сателлитами на деформацию ободьев цент­
ральных колес планетарных механизмов.



На основании выполненного расчета деформации ободьев зуб­
чатых колес определена дополнительная деформация в зубчатых 
зацеплениях центральных колес с сателлитами, обусловленная 
податливостью ободьев центральных колес.

Обнаружена характерная особенность зубчатых колес кольце­
вой формы, заключающаяся в том, что дополнительная деформа­
ция зубчатого зацепления, обусловленная податливостью ободьев 
таких зубчатых колес, не остается постоянной во времени, а пе­
риодически изменяется по фазе зацепления. Ажурная тонкостен­
ная форма ободьев центральных колес планетарных механизмов 
приводит к тому, что на их деформацию значительное влияние 
оказывает зубчатый венец, поэтому в главе 6 рассмотрен вопрос 
о влиянии зубьев на жесткость обода зубчатого колеса.

В главе 5 метод элементарной нагрузки применен для определе­
ния деформации обода сателлита планетарного редуктора. Для 
расчета статических напряжений и деформаций в ободе сателлита 
вполне допустимо ограничиться рассмотрением симметричной де­
формации обода сателлита, поскольку в статических условиях 
происходит перераспределение и выравнивание нагрузки в за­
цеплениях сателлита с обоими центральными колесами.

В динамических условиях такого перераспределения нагрузки 
между обоими зацеплениями не происходит, поэтому в главе 5 
рассмотрен также более общий случай несимметричной деформации 
обода сателлита. Здесь получены зависимости для определения до­
полнительной деформации в зубчатых зацеплениях, обусловлен­
ной податливостью обода сателлита.

В главе 6 рассмотрены вопросы исследования деформативности 
ободьев шлицевых (зубчатых) муфт — одного из основных эле­
ментов уравнительных механизмов планетарных редукторов. Пред­
ложенная расчетная модель ободьев шлицевых (зубчатых) муфт 
позволяет раздельно рассмотреть периодическую деформацию 
шлицевого (зубчатого) венца и осесимметричную деформацию 
обода муфты, что значительно упрощает метод определения 
напряженного и деформированного состояний ободьев шлицевых 
(зубчатых) муфт. Экспериментальная проверка метода показала 
его удовлетворительную применимость в расчетной инженерной 
практике. Приведены сведения о взаимной деформации элементов 
уравнительных механизмов планетарных редукторов при наличии 
зазоров и проскальзывания между шлицами (зубьями).

В третьем разделе книги (главы 7 и 8) рассмотрены вопросы 
деформативности сателлитного узла планетарных механизмов. 
В главе 7 определены составляющие суммарной деформации оси са­
теллита, выполнено сопоставление расчетных зависимостей с ре­
зультатами экспериментов на осях сателлитов и других подобных 
деталях. Установлено, что деформация осей сателлитов оказывает 
существенное влияние на деформирование планетарных меха­
низмов и в некоторых случаях превосходит деформацию зубчатых 
зацеплений.



Глава 8 посвящена определению деформации водила планетар­
ного механизма. Из опыта эксплуатации планетарных механизмов 
известны случаи, когда упругая деформация водила вызывала 
перекос осей сателлитов и концентрацию нагрузки по длине 
зубьев в зубчатых зацеплениях. Поэтому наряду с обзором работ, 
посвященных рассматриваемой проблеме, предложен инженер­
ный метод определения относительного смещения щек водила, обу­
словленного деформацией сдвига его перемычек. Эксперимен­
тальная проверка предложенного метода расчета относительного 
смещения щек водила показала допустимость его применения в 
инженерной практике.



Основное преимущество планетарных редукторов заключается 
в разделении потока мощности по параллельным ветвям, что зна­
чительно снижает усилия, передаваемые зубчатыми зацепления­
ми, при заданном крутящем моменте. Прочность ободьев централь­
ных колес при этом также оказывается обеспеченной, так как 
нагрузка к ним подводится в нескольких сечениях (по числу са­
теллитов в механизме), что значительно снижает уровень напря­
жений, возникающих в ободьях центральных колес. Таким обра­
зом, использование планетарных редукторов позволяет повышать 
нагрузки, передаваемые агрегатом, с одновременным снижением 
их габаритов.

Однако при проектировании, изготовлении и эксплуатации 
планетарных редукторов возникает сложная проблема — вырав­
нивание нагрузки по параллельным потокам, поскольку неравно­
мерность распределения нагрузки значительно снижает эффект, 
получаемый при использовании планетарных редукторов. Неиз­
бежные погрешности изготовления и монтажа элементов плане­
тарных механизмов и в первую очередь погрешности расположе­
ния в водиле расточек под оси сателлитов приводят к разнозазор- 
ности в зацеплениях сателлитов с центральными колесами, являю­
щейся причиной неравномерного нагружения сателлитов. При зна­
чительных погрешностях изготовления элементов планетарных 
механизмов и малых величинах упругих деформаций в зацепле­
ниях сателлитов с центральными колесами это может привести к 
столь значительной перегрузке одного или нескольких сателли­
тов, что она вызовет разрушение зубьев и ободьев зубчатых колес 
и выход из строя всего агрегата.

Практика проектирования и эксплуатации планетарных ре­
дукторов позволила разработать ряд мер, направленных на вырав­
нивание нагрузки по параллельным потокам мощности. Прежде 
всего нашли применение специальные уравнительные механизмы, 
основанные на принципе равновесия центрального элемента этого 
механизма [58, 59, 61, 68].

В последние годы значительное распространение нашла 
конструкция планетарных механизмов с так называемой пла­
вающей подвеской звеньев, обеспечивающей компенсацию по­
грешностей изготовления и монтажа зубчатых колес [1, 47, 
89, 101]. Идея конструкции Штокихта [101] заключается в том, 
что одно или несколько звеньев планетарного механизма 
(центральные колеса, сателлиты или водило) устанавливаются без 
опор, что позволяет им компенсировать неизбежные погрешности



изготовления и монтажа зубчатых колес свободным смещением 
в радиальном направлении.

Другое направление в решении проблемы выравнивания нагруз­
ки между сателлитами заключается в увеличении податливости 
элементов планетарного механизма: ободьев одного или обоих 
центральных колес, опор сателлитов [1, 21, 39, 68] и т. д. При этом 
предполагается, что чем больше упругая деформация в зацепле­
ниях сателлитов с центральными колесами, тем более равномерно 
будет распределена нагрузка между сателлитами при неизмен­
ных величинах погрешностей в зацеплениях.

На практике, как правило, в каждой конструкции встречается 
сочетание плавающих и податливых элементов планетарных пере­
дач. Например, в главных турбозубчатых агрегатах судов наиболь­
шее распространение получили планетарные редукторы с двумя 
плавающими центральными колесами и податливым ободом венца 
с внутренними зубьями (эпицикл) [1, 47, 93, 100]. Плавание цент­
ральных колес обеспечивается обычно включением шлицевых 
соединений, допускающих, благодаря зазорам в шлицах, свободу 
радиальных перемещений (плавание) эпицикла и солнечной ше­
стерни.

Плавание центральных колес, так же как и упругое деформи­
рование податливых элементов планетарного механизма, являет­
ся производным процессом, сопутствующим процессу перераспре­
деления статической нагрузки по параллельным потокам мощно­
сти. Поэтому для правильного понимания процесса плавания 
центральных колес и его проявления на статике и динамике пла­
нетарного механизма необходимо изучить механизм перераспре­
деления нагрузки между сателлитами, обусловленный неизбеж­
ными погрешностями изготовления и монтажа зубчатых колес 
и упругим деформированием податливых элементов.

Таким образом, планетарный механизм с плавающей подвес­
кой центральных колес и податливыми элементами представляет 
сложное, многократно статически неопределимое инженерное соо­
ружение, характерной особенностью которого является силовое 
замыкание высших кинематических пар (зубчатых зацеплений) 
и свободное смещение центральных колес в пределах предусмот­
ренных боковых зазоров в зубчатых зацеплениях и шлицевых 
уравнителях. В некоторых случаях предъявляются повышенные 
требования к прочности и надежности планетарных механизмов, 
поскольку срок службы всего агрегата зависит от долговечности 
элементов и соединений планетарного механизма.

Сложность и взаимосвязанность процессов, происходящих в 
планетарных механизмах с плавающей подвеской центральных 
колес и податливыми элементами, обосновывают целесообразность 
выделения из общей теории планетарных механизмов проблем, 
касающихся обеспечения проектируемому планетарному меха­
низму необходимых прочности и жесткости, т. е. строительной 
механики планетарных механизмов.



Выделение строительной механики планетарных механизмов 
в самостоятельный раздел общей теории планетарных механизмов 
необходимо, поскольку позволит на стадии проектирования пла­
нетарных механизмов выбирать компромиссное конструктивное 
решение с учетом требований, подчас противоречивых, предъ­
являемых к механизму. При этом статический и динамический рас­
четы планетарных механизмов будет возможно выполнять едины­
ми методами, разработанными в строительной механике упругих 
систем. Выделение строительной механики планетарных механиз­
мов в самостоятельный раздел достаточно подготовлено работами 
большого числа инженеров и ученых, изучавших различные ас­
пекты проблемы прочности (в широком смысле слова) планетар­
ных механизмов.

В общей теории планетарных механизмов наиболее полно изу­
чены их геометрия, кинематика, к.п.д. [24, 47], в меньшей мере 
изучена статика планетарных механизмов и совершенно недоста­
точно рассмотрены вопросы динамики планетарных механизмов. 
Это объясняется тем, что планетарный механизм с точки зрения 
строительной механики является многократно статически неопре­
делимой системой, и для нахождения усилий, действующих в ки­
нематических парах, требуется знание как деформативности, так 
и качества изготовления и монтажа элементов механизма. Появле­
ние планетарных механизмов с плавающей подвеской центральных 
колес и податливыми элементами более остро ставит вопрос о раз­
работке строительной механики планетарных механизмов. В авиа­
строении, судостроении и других отраслях промышленности в тех 
случаях, когда к элементу или ко всему сооружению предъявля­
ются повышенные требования по прочности, создаются и разви­
ваются самостоятельно разделы науки, посвященные этой пробле­
ме; так, существуют строительная механика оболочек [38], само­
лета [69], подводной лодки [83], корабля [53].

Строительная механика планетарных механизмов рассматри­
вает три частные проблемы:

1) проблема внешних сил — определение усилий, которые мо­
гут действовать на планетарный механизм при эксплуатации агре­
гата, включающего планетарный механизм;

2) проблема внутренних сил —,определение сил, действующих 
на элементы и соединения планетарного механизма, а также на­
пряжений и деформаций, возникающих в них при действии на пла­
нетарный механизм заданных внешних сил;

3) проблема допускаемых напряжений — определение напря­
жений и деформаций, возникающих в элементах и соединениях 
планетарного механизма, которые могут быть допущены без вреда 
для прочности и жесткости как различных элементов, так и всего 
планетарного механизма в целом.

Сформулированные проблемы являются общими для строитель­
ной механики любого инженерного сооружения [53]. В строитель­
ной механике планетарных механизмов с плавающей подвеской
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центральных колес и податливыми элементами целесообразно 
выделить частную проблему — проблему наименьшей выброактив- 
ности планетарного механизма (минимума интенсивности возму­
щающих сил). Это связано с тем, что при плавающей подвеске цент­
ральных колес делается более богатым спектр возмущающих сил 
в планетарном механизме с одновременным возрастанием интен­
сивности последних. Поэтому необходимо назначать такой тип 
подвески центральных колес, при котором будет достигнуто мак­
симальное выравнивание статической нагрузки по параллельным 
потокам мощности при минимальной амплитуде плавания цент­
ральных колес.

Проблема внешних сил строительной механики планетарных 
механизмов существенно зависит от типа агрегата, на котором ус­
тановлен планетарный механизм. Поэтому она должна решаться 
индивидуально для каждого агрегата с учетом режимов его работы 
в эксплуатационных условиях.

Проблема допускаемых напряжений строительной механики 
планетарных механизмов может быть рассмотрена только при ус­
ловии изученности закономерности внешних сил, действующих на 
планетарный механизм, а также если известен уровень и частотный 
состав внутренних сил, действующих на элементы и соединения пла­
нетарного механизма. Поэтому ею целесообразно заниматься пос­
ле изучения законов действия внешних и внутренних сил в плане­
тарных механизмах.

Проблема наименьшей виброактивности планетарных механиз­
мов может быть решена после решения проблемы внутренних сил. 
Поэтому к ней целесообразно подойти в процессе изучения одного 
из разделов проблемы внутренних сил строительной механики — 
динамики планетарных механизмов.

Таким образом, основной проблемой строительной механики 
планетарных механизмов является проблема внутренних сил. По­
скольку планетарный механизм является многократно статически 
неопределимой системой, то для определения внутренних сил, 
действующих на элементы и соединения механизма, необходимо 
изучить жесткость и точность планетарного механизма. Проблема 
внутренних сил строительной механики планетарных механизмов 
включает следующие разделы: 1) деформативность планетарных 
механизмов; 2) точность планетарных механизмов; 3) статика пла­
нетарных механизмов; 4) динамика планетарных механизмов.

Решение задач строительной механики планетарных механиз­
мов должно проводиться с учетом характерных особенностей ти­
повых схем планетарных редукторных систем. Поэтому представ­
ляет интерес рассмотрение исследуемых ниже планетарных меха­
низмов.

На рис. 1 и 2 приведены типовые схемы шевронных планетар­
ных редукторов с двумя плавающими центральными колесами. 
Характерной особенностью приведенных схем редукторов являет­
ся конструкция эпицикла, который разделен на две независимые



Р и с .  1. Схема односту­
пенчатого планетарного ре­
дуктора с двумя плавающи­
ми центральными колесами

друг от друга части, представляющие два косозубых колеса с 
правой и левой спиралью. Вследствие этого распределение сил 
между сателлитами каждого полушеврона происходит независи­
мо друг от друга. Оба полушеврона эпицикла объединены в од­
но шевронное колесо блокирующей зубчатой (шлицевой) муфтой. 
Плавающая конструкция центральных колес обеспечивается вклю­
чением двойных зубчатых муфт. Для более полного выравнивания 
нагрузки по сателлитам обод плавающего эпицикла выполнен 
достаточно податливым, деформируемым под действием усилий в 
зацеплениях с сателлитами.

Приведенные конструкции редукторов типичны в том смысле, 
что компенсация ошибок изготовления и монтажа зубчатых колес 
достигается двумя параллельными методами: свободой радиаль­
ных перемещений плавающих звеньев, включением зубчатых (шли­
цевых) муфт и упругой деформацией обода эпицикла.

Устройство, способствующее выравниванию нагрузки по сател­
литам планетарного редуктора, называется уравнительным меха­
низмом. В планетарных редукторах с плавающей подвеской цент­
ральных колес обычно уравнительным механизмом называется

Р и с .  2. Схема двухсту­
пенчатого планетарного 
редуктора с двумя пла­
вающими центральными 
колесами
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собственно шлицевая подвеска центрального колеса [68). По- 
видимому, к уравнительному механизму следует кроме шлицевой 
подвески отнести также эпицикл, блокирующую и соединитель­
ную муфты, поскольку конструкция этих элементов (их податли­
вость) оказывает существенное влияние на распределение нагруз­
ки по сателлитам [2].

Уточнение понятия уравнительного механизма планетарного 
редуктора имеет принципиальное значение, так как акцентирует 
внимание на взаимосвязи всех его элементов. Например, анализ 
работы шлицевой подвески в отрыве от остальных элементов урав­
нительного механизма может привести к неверным выводам. Так, 
обнаруженные в некоторых случаях при испытании планетарных 
редукторов неполадки в работе шлицевых соединений уравнитель­
ных механизмов объясняются именно тем, что при их проекти­
ровании не принималось во внимание влияние других элементов 
на работу шлицевой подвески.

Высокая податливость элементов уравнительных механиз­
мов способствует более равномерному распределению нагрузки 
по сателлитам, так как плавание центральных колес происходит 
не только благодаря зазорам в шлицевых подвесках, но и в резуль­
тате упругого деформирования элементов уравнительных меха­
низмов. Однако эти деформации оказывают отрицательное влия­
ние на работу шлицевых соединений, приводя к перекосам в шли­
цах. Работа шлицевых соединений в условиях перекосов (упругих 
или технологических) сопровождается концентрацией нагрузки 
на шлицах, что приводит к преждевременным контактным разру­
шениям поверхностей шлицов и поэтому снижает свободу «плава­
ния» центральных колес.

Деформативность планетарных редукторов проявляется на их 
виброакустических характеристиках в двух направлениях. Во- 
первых, податливость элементов и соединений планетарных ме­
ханизмов определяет спектр собственных частот колебаний агре­
гата. Если, например, прежде при составлении расчетных динами­
ческих систем переборных зубчатых механизмов ограничивались 
учетом только жесткости валов и в некоторых случаях жесткости 
зубьев зубчатых колес, то при виброакустических расчетах плане­
тарных механизмов, включающих большое число деталей в форме 
податливых колец, оболочек, дисков и др., приходится также учи­
тывать жесткость других элементов и соединений планетарных 
редукторных систем.

Во-вторых, уровень возмущающих сил в зубчатых механизмах 
в значительной степени зависит от точности зубчатых зацеплений, 
определяемой как технологической точностью деталей, так и уп­
ругими деформациями в зацеплениях. Поскольку упругие дефор­
мации в некоторых случаях превосходят технологические погреш­
ности, то исследование деформативности планетарных механизмов 
позволит бороться с источниками возбуждения наиболее интен­
сивных колебаний непосредственно в самом редукторе.



ДЕФОРМАТИВНОСТЬ ЗУБЬЕВ 
И ШЛИЦОВ

Глава 1. ДЕФОРМАЦИЯ ПРЯМЫХ ЗУБЬЕВ

В ряде планетарных механизмов преобладающее применение на­
ходят прямозубые зубчатые передачи, поэтому представляется це­
лесообразным рассмотреть вопрос об упругой деформации зубьев 
прямозубых зубчатых колес. Кроме того, полученные для прямых 
зубьев результаты могут быть использованы как вспомогательный 
материал для определения деформации зубьев косозубых зубча­
тых колес.

При исследовании деформации зубчатого зацепления удобно 
ввести в рассмотрение податливость зубчатого зацепления, под ко­
торой понимается дополнительное перемещение точки контакта 
зубьев, измеренное вдоль линии зацепления и обусловлен­
ное упругими деформациями зубьев и ободьев зубчатых колес, 
отнесенное к удельной нагрузке в зацеплении р уд, вызвавшей это 
перемещение,

ÔE =  М’в/Руд-
Из известного свойства эвольвенты следует, что упругая де­

формация по линии зацепления вызовет относительный поворот 
зубчатых колес на угол

ер =  w z / R 0 ,

где В 0 — радиус основной окружности зубчатого колеса.
Точное решение задачи о деформации зубчатого зацепления 

с учетом взаимного влияния зуба и обода зубчатого колеса пред­
ставляет значительные трудности, что вызывает необходимость 
поиска приближенных методов решения этой задачи. В работах, 
посвященных исследованию упругих деформаций в зубчатых за­
цеплениях, обычно суммарная деформация зубчатого зацепления 
упрощенно принимается равной сумме двух слагаемых: деформа­
ции зубьев и деформации ободьев зубчатых колес. Деформацию 
зубьев будем считать состоящей из изгибной и контактной состав­
ляющих, а деформацию обода зубчатого колеса — из деформации 
прилежащей к зубу части обода (так называемая осадка ос­
нования зуба) и деформации нейтральной оси обода зубчатого ко­
леса. В соответствии с определением податливости зубчатого за-



цешіения все составляющие упругого перемещения точки кон­
такта на зубе должны быть спроектированы на линию зацепления.

С учетом сказанного выше суммарная деформация зубчатого 
зацепления равна

2

Wt, =  2  (м>И{ +  гѵ0Сі +  wo6i) +  ы>к,
г

где ющ — изгибная деформация г-го зубчатого колеса, ш00. — 
«осадка» основания зуба t-ro зубчатого колеса, шобі — деформа­
ция обода і-го зубчатого колеса, шк — контактная деформация 
пары зубьев.

§ 1. Изгибная деформация зубьев

В первых работах, посвященных приближенному определению 
деформации зубьев зубчатых колес, предполагалось, что основной 
составляющей является изгибная деформация зубьев.

При этом изгибная деформация зуба определялась элементар­
ными методами сопротивления материалов как консольной балки, 
имеющей жесткую заделку в обод зубчатого колеса [64, 95]. Даже 
в последних зарубежных работах изгибная деформация зубьев 
определяется как для консольных балок с жесткой заделкой мето­
дами сопротивления материалов [86, 92].

Чем короче балка, тем больше погрешность при применении 
формул, полученных для консоли, длина которой предполагается 
значительно больше ее поперечного размера. Поэтому, поскольку 
поперечные размеры зубьев зубчатых колес не позволяют рассмат­
ривать их в виде призматических балок, полученные таким путем 
расчетные формулы для упругой деформации зубьев зубчатых ко­
лес давали значительное расхождение с результатами экспери­
ментов.

Для определения изгибной деформации прямого зуба заменим 
эвольвенты, очерчивающие профили зуба, прямыми линиями, про­
ходящими через кромки вершин зуба е и точки начала переходных 
кривых і. В результате получим бесконечный клин, перемещение 
точек которого будем принимать за изгибную деформацию зуба. 
Решение задачи теории упругости о клине при произвольном рас­
положении сосредоточенных сил на его гранях представляет зна­
чительные математические трудности. Поэтому сведем нашу зада­
чу к известной в теории упругости задаче о бесконечном клине с 
системой сосредоточенных сил, приложенных в его вершине.

Заменяем заданную силу, приложенную в произвольной точ­
ке грани клина к, эквивалентной системой сил — сосредоточенной 
силой Р п и изгибающим моментом М,  равным произведению этой 
силы на расстояние от линии ее действия до вершины клина.



При определении изгибной деформации зуба-клина можно поль­
зоваться приближенной зависимостью [7].

или

где

w« Аѵ

^и.кп. — РП Ul'l “Ь 2̂ +  кя),

h  =
cos2 a In r i r i - ~ rfc

2a — sin 2a r k гвп - r i

А*2 —
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(1.1)

(1.2)

Поскольку Гвп/Vj мало отличается от единицы, то, расклады­
вая выражение In гБП/гг в ряд и сохраняя два первых члена разло­
жения, придадим формулам (2) следующий вид:

К  =
cos2 а

2а — sin 2а

h
sin2 а ■ f,

2a -f- sin 2a ( П rA.
1_
2

1
inv 2a

1 _ I l ) ( l  ) .
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Из структуры коэффициентов видно, что первый из них ха­
рактеризует влияние перерезывающей силы -Рп sin у, второй — 
влияние сжимающей силы Р п cos у, третий — влияние изгибаю­
щего момента P nr k sin (a +  у). Расчеты показывают, что сжимаю­
щая сила очень мало влияет на изгибную деформацию зуба-кли­
на, поэтому в формуле (1) можно положить к2 — 0. Таким обра­
зом, формула (1) позволяет определять изгибную деформацию зу­
ба-клина относительно его основания.

Для определения изгибной деформации эвольвентного зуба не­
обходимо учесть влияние на нее отклонения действительного про­
филя зуба от принятой выше трапецеидальной формы зуба-клина. 
Учет эвольвентной формы профиля зуба методом теории упруго­
сти представляет значительные математические трудности, по­
этому поступим следующим образом. Оценим влияние кривизны 
профиля зуба методом сопротивления материалов. Тогда вопрос 
об учете действительной формы зуба можзѳ^решиіь-болве простым

I I п i n -  , • * -  F  
• 17 ■ ял«,
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P и c. 3. Зависимость изгибной податливости эвольвентного зуба бэ =  іѵдІрп 
от числа зубьев зубчатого колеса z (наружный з у б ) ;-----------внутренний зуб

Р и с. 4. Зависимость изгибной податливости зуба-клина бкл =  wKJllpn 
от числа зубьев зубчатого колеса z 
— наруж ны й з у б ; ----- [ —  внутренний зуб

методом сопротивления материалов и, следуя за [77], записать
и’аИ>и =  Ийі.кл ~  =  ^э^и.кл, (1.4)шкл

где wn — изгибная деформация эвольвентного зуба, ши. кл — изгиб- 
ная деформация зуба-клина (1), w3 — изгибная деформация эволь­
вентного зуба, определенная методом сопротивления материалов, 
шкл — изгибная деформация зуба-клина, определенная методом 
сопротивления материалов, ка — коэффициент, учитывающий 
действительную форму эвольвентного зуба.

В этом случае для определения коэффициента кэ =  іиэ/шнл, 
характеризующего влияние кривизны профиля зуба на его изгиб- 
ную деформацию, необходимо решить две задачи об изгибе кон­
сольной балки, боковые стороны которой очерчены а) по эволь­
венте и б) по прямой линии.

Для определения величин wa и шкл была составлена программа 
применительно к ЭВМ «М-3»1. Интегралы Іі  и І п  определялись

1 Составление программы и расчет на ЭВМ «М-3» выполнены инж. В. М. Бс- 
тезату.



Р и с. 5. Зависимость коэффициента кривизны кэ от числа зубьев зубчатого 
колеса z
— наружный з у б ; --------- внутренний зуб

Р и с .  6. Зависимость изгибной податливости зуба-клина бикл =  waKn/pn 
от числа зубьев зубчатого колеса z 
—  наружный з у б ; --------- внутренний зуб

численным интегрированием по формуле Симпсона. Программа 
была составлена таким образом, что представилась возможность 
определить изгибную деформацию зубьев наружного и внутреннего 
зацепления. При определении изгибной деформации зуба-клина 
wKn прямая, заменяющая эвольвентный профиль зуба, пересе­
кала его на расстоянии +  т о т  делительной окружности (т — мо­
дуль зацепления).

Профиль зуба был разбит на 18 участков. Индекс 0 относится к 
точке профиля зуба, лежащей на окружности впадин (на защем­
ленном торце), а индекс 18 — к точке, лежащей на окружности 
выступов зубчатого колеса. Независимо от профиля зуба-балки 
(эвольвентный или прямолинейный) принималось, что направле­
ние действия силы Рп в точке к образует один и тот же угол у k 
с осью симметрии зуба.

Расчет был проведен для стального зуба (Е =  2,15-10® кГ/см2, 
V =  0,3), имеющего стандартную высоту 2,25 т. Предполагалось, 
что точка к приложения силы Рп совпадает последовательно с точ­
ками от 2 до 18. Расстояние между соседними точками приложе­
ния силы Рп равнялось 0,125 т.



Результаты расчета величин іѵ9 и wk даны на рис. 3 и 4, вели­
чины коэффициента кэ — на рис. 5.

Характерные точки, для которых на графиках приведены ве­
личины 6e> ô/j, кэ, расположены на профиле зуба следующим об­
разом: точка 2 — на ножке зуба на расстоянии т от делительной 
окружности, точка 6 — на ножке зуба на расстоянии 0,5 т от 
делительной окружности, точка 10 — на делительной окружности, 
точка 14 — на головке зуба на расстоянии 0,5 т от делительной 
окружности, точка 18 лежит на вершине зуба.

Величины бэ, бкл или кэ для меньшего числа зубьев зубчатого' 
колеса можно найти из приведенных графиков экстраполяцией.

На рис. 6 приведены результаты расчета изгибной податливо­
сти зуба-клина методом теории упругости по формулам (1) и (3). 
Характер изменения изгибной деформации в зависимости от чис­
ла зубьев зубчатого колеса остается таким же, как и при расчете 
деформации методом сопротивления материалов (рис. 4). Из со­
поставления двух методов видно, что метод теории упругости дает 
заниженные деформации. С приближением точки приложения 
нагрузки к основанию зуба и с ростом числа зубьев изгибная де­
формация зуба-клина изменяется быстрее, чем это следует по ме­
тоду сопротивления материалов.

§ 2. Деформация прилежащей к зубу 
части обода зубчатого колеса

Исследование упругой заделки зуба в обод зубчатого колеса впер­
вые выполнено в работе [76] и опубликовано в статье [74], где оп­
ределены упругие перемещения края упругой полуплоскости, за­
меняющей обод зубчатого колеса, под действием напряжений, рас­
пределенных по основанию зуба. Полученные выражения настолько' 
сложны, что значительно затрудняет их практическое приме­
нение. Кроме того, кинематические граничные условия, наложен­
ные на упругую полуплоскость, выбраны такими, что получен­
ные результаты могут быть использованы только для зубчатых 
колес дисковой формы с жесткой ступицей. Вызывает также сом­
нение полученный автором результат о зависимости деформации 
прилежащей к зубу части обода от модуля зацепления. Поэтому 
ниже приведен метод определения упругой деформации прилежа­
щей к зубу части обода, основанный на использовании решений 
контактной задачи теории упругости с уточненными кинемати­
ческими условиями.

В работах [86, 92] деформация прилежащей к зубу части обода 
зубчатого колеса определена в предположении, что воздействие 
зуба на обод может быть заменено не системой напряжений, дей­
ствующих на участке сопряжения зуба и обода, а среднеинтег­
ральными величинами — сосредоточенными силами и изгибающим 
моментом. Полученные приближенные зависимости имеют доста­



точно простой вид, однако при выводе их отсутствовала необходи­
мая строгость постановки задачи.

Рассматриваем прилежащую к зубу часть обода зубчатого коле­
са в виде упругой полуплоскости, на участке которой ( —а, а),- 
равном ширине основания отброшенного зуба, действуют распре­
деленные некоторым образом нормальная р (х) и касательная q (х) 
нагрузки. Таким образом, действие зуба на прилежащую к нему 
часть обода зубчатого колеса заменяется системой распределен­
ных нагрузок р (х) и q (х), а сам зуб отбрасывается.

В работе [74] кинематические граничные условия, наложенные 
на упругую полуплоскость, были выбраны таким образом, что 
некоторый элемент, параллельный прямолинейному краю полу­
плоскости, расположенный на некотором расстоянии h от него, 
был неподвижен, т. е.

( и ) х= 0  =  0 , (у ) х= 0  =  О,
y=h у—h

do \
dx )  х=о  V=h

=  0.

Характер назначения кинематических граничных условий, ког­
да некоторые связи накладываются на точки, не лежащие на краю 
полуплоскости, вызывает возражение, так как в данном случае 
исследуется деформированное состояние зоны, близлежащей к 
участку [ —а, а], на котором действуют внешние силы. Поэтому 
априорное назначение неподвижных точек в этой зоне упругой 
полуплоскости может привести к ошибочным результатам при 
определении перемещений точек, лежащих на ее прямолинейной 
границе.

Известно, что перемещения границы полуплоскости могут быть 
определены только с точностью до некоторой постоянной, поэтому 
будем считать, что полуплоскость закреплена на границе в не­
которой, достаточно удаленной от зоны [ — а, а] точке, с коорди­
натой х' =  Г. Тогда задача сводится к полуплоскости, закреплен­
ной на границе в точке х = I и нагруженной на участке [ — а, ар 
распределенными некоторым образом нормальной р (х) и каса­
тельной q (х) нагрузками.

Как показано в работе [7], выражения для перемещений, ос- 
редненных на участке сопряжения зуба с ободом зубчатого коле­
са, примут вид

$V =  — L (1) ~y  • Рп sin а, (2-1).

О
и =  L (1)~2 ‘ -Pn cosa) (2.2)

Т =  -  T"tg a ) lT  • PnCosa, (2.3)

где L (I) — функция, зависящая от координаты выбранной непод­



(2.4)

вижной на границе полуплоскости точки (рис. 7),

L (I) =  (1 + 1) In +  21n -Ç 1  (1 -  Z).

Найденные средние величины упругой деформации прилежа­
щей к зубу части обода зубчатого колеса вызовут дополнительное 
перемещение точки приложения силы Р п вдоль линии зацепления, 
равное

w00 =  (» +  Th) cos а +  Й sin а, (2.5)

где h — расстояние от точки приложения силы Р п на профиле зуба 
до заделки его в обод зубчатого колеса (рис. 8).

Р и с .  7. Зависимость коэффициента L  (I) от координаты неподвижной точки I

Р и с .  8. К определению перемещения точки приложения силы, обуслов­
ленного податливостью основания зуба]

После подстановки в (2.5) усредненных перемещений основа­
ния зуба получим

w0C =  Pn ^ [ L ( l )  +  K(a,x)},  (2.6)

где К (а, х) — вспомогательный коэффициент, равный 

К (а, х) =  3 ^  cos a j  1̂ — — tg aj . •

Найденная величина дополнительного перемещения точки при­
ложения силы Р п состоит из двух слагаемых, одно из которых за­
висит только от силы Р п, упругих свойств материала и от выбран­
ной точки закрепления упругой полуплоскости (т. е. конструк­
тивного исполнения обода зубчатого колеса), но не зависит от гео­
метрических размеров зуба и расположения точки контакта на 
его профиле. Это слагаемое характеризует действие сжимающей 
и перерезывающей сил, приложенных к зубу.

Второе слагаемое зависит от геометрических размеров зуба, 
расположения точки контакта на его профиле, но не зависит от



выбранной точки закрепления упругой полуплоскости. Это слагае­
мое характеризует действие изгибающего момента, создаваемого- 
силами, приложенными к зубу относительно его основания.

Формула (2.6) включает постоянную L  (I), зависящую некото­
рым образом от расстояния точки на границе полуплоскости, пе­
ремещение которой принимается равным нулю, до оси симметрии 
зуба, деформация которого определяется. Поэтому эта формула 
может быть использована для определения деформации приле­
жащей к зубу части обода независимо от метода, принятого для 
нахождения неподвижной точки на границе полуплоскости, имею­
щей координату X — I. Переходим к определению координаты 
X — I этой точки.

Из теории упругости известно, что для упругой полуплоскости 
неподвижные точки находятся в бесконечности, однако, полагая 
в полученных выше формулах I =  оо, убедимся, что перемещения 
станут равными логарифмической бесконечности.

Для определения координаты точки, перемещения которой 
равны (или могут быть приняты равными) нулю, поступим сле­
дующим образом. Если часть обода может быть представлена в ви­
де модели, имеющей конечные размеры (зубчатые колеса диско­
вой формы), то из решения соответствующей задачи можно опре­
делить координаты неподвижной точки. Если упомянутая выше 
модель имеет бесконечные размеры (зубчатое колесо кольцевой фор­
мы), то неподвижная точка теоретически будет находиться в бес­
конечности. В этом случае за неподвижную следует принять точ­
ку, перемещение которой в п раз меньше средней величины пере­
мещения прилежащей к зубу части обода на участке их сопряже­
ния.

Условность в назначении неподвижных точек оправдана тем, 
что перемещения достаточно быстро затухают в некотором удале­
нии от области [ — а, а], поэтому погрешность от произвола в вы­
боре неподвижных точек будет незначительна.

При определении координаты неподвижной точки х =  I бу­
дем различать два вида конструктивного исполнения обода зуб­
чатого колеса — обод выполнен в виде диска, и обод имеет кольце­
вую форму.

Как показано в работе [7], координата неподвижной точки 
для зубчатого колеса дисковой формы может быть определена по 
формуле

где R  — радиус окружности впадин зубчатого колеса.
Для зубчатого колеса кольцевой формы координата точки, 

в которой перемещения в п раз меньше, чем в точке приложения 
нагрузки, может быть найдена из соотношения

(2.7>

(2 .8)
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Полагая n =  100 из (8), найдем

I ж  0 ,7 -^ 2 - , (2.9)

где Н 0 =  Ѵ2 {Ri — і?а) — толщина кольца, R lt R 2 — внешний (внут­
ренний) диаметр кольца.

Сравнивая формулы (2.7) и (2.9), убеждаемся, что независимо от 
конструктивного исполнения обода зубчатого колеса координата 
неподвижной точки I линейно зависит от толщины обода зубчатого 
колеса. Действительно, зубчатое колесо дисковой формы можно 
рассматривать как предельный случай обода колеса кольцевой 
формы с толщиной, равной радиусу диска. Относительная коорди­
ната «неподвижной» точки в обоих случаях практически одинако­
ва, поэтому для дальнейших расчетов примем большую из них, 
определяемую по формуле (2.7). Абсолютная величина координа­
ты «неподвижной» точки для зубчатого колеса кольцевой формы 
значительно меньше, чем для зубчатого колеса дисковой фор­
мы (обычно H  R).

Таким образом, полученные зависимости (2.7) и (2.9) могут 
быть использованы для определения координаты неподвижной точ­
ки I, входящей в формулу для вспомогательной функции L (I).

Кроме того, этими формулами можно воспользоваться для на­
хождения координаты точки, местными перемещениями которой 
можно пренебречь. Необходимо повторить, что формулы (2.7) и 
(2.9) справедливы только для точек, в которых равны нулю (или 
бесконечно малы) нормальные перемещения. Очевидно, что най­
денные по этим формулам точки не будут удовлетворять требова­
нию равенства нулю также и тангенциальных перемещений. Од­
нако, учитывая то, что при достаточно больших величинах I 
функция L (I) изменяется слабо, этим можно пренебречь и счи­
тать, что формулы (2.7) и (2.9) определяют координаты точки, в 
которой отсутствуют как нормальные, так и тангенциальные пере­
мещения.

Р и с .  9. Зависимость подат­
ливости прилежащей к зубу 
части обода зубчатого колеса 
дисковой формы от числа 
зубьев



На рис. 9 для зубчатых колес дисковой формы приведены кри­
вые для определения податливости прилежащей к зубу части обо­
да, построенные по формулам (2.6) и (2.7).

§ 3. Контактная деформация зубьев

Обычно расчет на контактную прочность зубьев зубчатых колес 
сводится к классической контактной задаче теории упругости о 
двух цилиндрах в предположении, что в любой фазе зацепления 
зубья эвольвентных зубчатых колес могут быть заменены прямы­
ми круговыми цилиндрами, кривизна которых равна кривизне 
эвольвент в соответствующей контактной точке. Контактная де­
формация зубьев цилиндрических зубчатых колес определяется 
обычно также с использованием результатов решения плоской кон­
тактной задачи теории упругости. Такой подход к контактным рас­
четам зубчатых передач является общепринятым и используется 
различными исследователями. Общая формула для сближения осей 
цилиндров может быть записана в виде [3, 41]

W, 2 (1 — у?) 
ka Е Р (In 4Яі/?2

1 —  V +  А (3.1)

где А — поправка, учитывающая влияние уравновешивающих 
контактную нагрузку сил (табл. 1).

Из приведенных в таблице выражений для поправки А следует, 
что формула Лундберга дает значительно большие величины 
сближения осей цилиндров, чем остальные формулы. Расчеты по

Т а б л и ц а  1. Поправка Ä (3.1), учитывающая влия­
ние уравновешивающих контактную нагрузку сил 
на величину сближения осей цилиндров

Источ­
ник

[97]

[46]

[31]

[55]

[72]

[ 3 ]

In
П

R iR 2

2
3

ln
4
е

д

-]- In 4е +  

2ѵ
+  1 - V

V

V
+  1 —  V 

V

1 —  V

О

Д  при V =  0,3

2,815 + 1п

1,244

1,095

0,815

0,429

0



ней контактной деформации зубьев зубчатых колес, выполненные 
в работах [3, 7], показали, что последняя составляет 50—70°о 
от суммарной деформации зубьев. Такое завышение величины кон­
тактной деформации связано, по-видимому, в том числе и с по­
грешностью формулы. Аналогичный результат был получен в ра­
ботах (78, И], где завышение определенных по формуле Лундбер­
га контактных деформаций зубьев зубчатых колес над экспери­
ментальными значениями превосходило 1,8—4,5 раза.

Сопоставление остальных формул таблицы показывает, что 
они дают практически одинаковую величину сближения осей ци­
линдров, поэтому можно считать, что учет влияния уравновеши­
вающих контактную нагрузку сил незначительно изменяет резуль­
таты расчета. Наиболее полно величину ivh определяет формула 
работы [55]; остальные зависимости для wk получаются из нее как 
частный случай при некоторых допущениях.

Основной трудностью при определении контактной деформации 
зубьев является назначение коордийат базовых точек Zj и z2, сбли­
жение которых принимается за меру контактной деформации со­
прикасающихся зубьев.

Определим контактную деформацию упругих тел при перво­
начальном касании по линии, исходя из следующих соображений. 
Известно, что контактные напряжения достаточно быстро зату­
хают .по мере удаления от точки первоначального касания тел: 
по данным H. М. Беляева, на глубине z =  7,5 b нормальные напря­
жения о2 составляют всего 13% от максимальной величины на пло­
щадке контакта. Поэтому можно принять, что на глубине, напри­
мер, z — 20Ъ нормальные напряжения полностью отсутствуют.

Петрусевич [55] считает, что в качестве базовой можно взять 
точку, расположенную на половине расстояния от точки перво­
начального касания упругих тел до точки, в которой контактные 
напряжения практически равны нулю. Исходя из сказанного 
выше, контактная деформация двух упругих тел с первоначаль­
ным касанием по линии (в том числе зубьев зубчатых колес) мо­
жет быть определена как сближение точек, находящихся на рас­
стоянии z = 10Ъ по разные стороны от площадки контакта тел, 
на линии действия сжимающей тела нагрузки. Подставляя зна­
чения zx =  z2 =  10 Ъ, получим

Полагая в этой формуле ѵ =  0,3, получим величину контакт­
ной податливости упругих тел при первоначальном касании по 
линии в виде

0Л- =  tv J p  = 3,22/Е,

что для стальных тел (Е =  2,15-ІО6 кГІсм2) даст
Ô* =  1,5 ■ ІО'6 см2/кГ.

(3.3)

(3.4)



Формулы (3.3) и (3.4) могут быть использованы для прибли­
женной оценки контактной деформации двух упругих тел при их 
первоначальном касании по линии. Применение этих формул в рас­
четной практике представляется физически более оправданным, 
чем произвольный выбор базовых точен без учета характера при­
ложения внешней нагрузки к реальным телам. Условность предла­
гаемого метода определения контактной деформации заключается 
в отсутствии четкости в предложении «напряжения в точке практи­
чески равны нулю». Однако в пользу его говорит то, что координа­
ты точек, напряжения в которых могут быть приняты равными 
нулю, находятся под знаком логарифма, поэтому не требуется 
большей точности в их определении.

Из табл. 1 видно, что погрешность различных методов опреде­
ления контактной деформации цилиндров может быть оценена 
поправкой Д, принимающей максимальное значение ДШах =  
— 1,244. При этом, как указано выше, все методы дают, с точно­
стью, достаточной для инженерных расчетов, одинаковую величи­
ну упругой деформации цилиндров.

Погрешность в определении координаты базовой точки может 
быть найдена из условия

lu к\ ■ /г2 =4,244,

где k t — отношение действительной координаты базовой точки к 
принятой в формуле (3.2)

Z j / 1 0 ö .

Полагая zL = z„ =  z и kx = к2 = к, найдем 2 1п к = 1,244 и 
к =  1,87.

Таким образом, даже допуская ошибку в определении коорди­
нат базовых точек в два раза, мы будем находиться в пределах раз­
броса, определяемого выбором той или иной формулы для расчет­
ного определения контактной деформации сжимаемых тел (табл. 1). 
Это дает основание использовать формулы (3.3) и (3.4) в расчет­
ной практике для определения контактной деформации упругих 
тел, в том числе зубьев зубчатых колес.

Назначение базовых точек для определения контактной дефор­
мации зубьев зубчатых колес должно, очевидно, зависеть от обще­
го метода нахождения суммарной упругой деформации зубьев. 
По-видимому, необходимым условием выбора базовых точек яв­
ляется расположение этих точек на самих контактирующих зубьях.

В работе [11], например, контактная деформация зубьев опре­
делена как сближение центров кривизны контактирующих зубьев 
зубчатых колес. Подставляем в (3.1) значение половины ширины 
площадки контакта цилиндров

6 = 2  У Щ Щ ,  (3.5)

где Ф — упругая постоянная й =  (1 — v2)/nE; R  — приведенный



радиус кривизны контактирующих зубьев определяется из зави­
симости

1 1 I 1
R —  Ri ~  Н2 '

і?і, R 2 — радиусы кривизны зубьев в точке контакта. Верхний 
знак в этой формуле относится к наружному, а нижний — к внут­
реннему зацеплению. Отсюда получим

R =  /?1і?2/(/?2 +  =  R f î z /A  sin a,

где A — межцентровое расстояние зубчатой передачи.
Подставляя значение b из (3.5), получим

S, =  ^  (ln +  0,815) . (3.6)

Формула (3.6) позволяет сделать два вывода. Во-первых, кон­
тактная податливость зубьев зубчатых колес зависит от нагрузки, 
хотя, как показал выполненный выше расчет коэффициента к, 
эта зависимость несущественна. Например, приведенный в работе 
f il]  расчет показал, что с изменением нагрузки в 10 раз контакт­
ная податливость зубьев изменилась всего на 70%. Во-вторых, 
контактная податливость зубьев зубчатых колес по фазе зацепле­
ния не изменяется, так как сумма радиусов кривизны контакти­
рующих зубьев +  R 2 =  А sin а  остается постоянной величи­
ной в любой контактной точке.

Средняя величина контактной податливости зубьев зубчатых 
колес, определенная по формуле (3.6) [46], оказалась равной

Ô, =  6,88/Е,
что для стальных зубчатых колес дает

бЛ. =  3,20 • ІО'8 смг/кГ.

В работе [66] контактная податливость зубьев зубчатых колес, 
определенная при тех же допущениях, что и (3.6), оказалась рав­
ной ôft =  7,70/Е, что для стальных зубчатых колес даст =  
=  3,58 -10_6 см21кГ.

Сравнивая полученные результаты с формулой (3.4), видим, 
что если за меру контактной деформации зубьев принять сближе­
ние точек, выходящих за пределы контактирующих зубьев, то 
получится значительное завышение деформации зубьев.

Другим условием выбора базовых точек на контактирующих 
зубьях является достаточное удаление их от точки первоначаль­
ного касания зубьев, так как в противном случае будет выявлена 
только часть контактной деформации зубьев. По-видимому, сфор­
мулированное выше условие z =  10 b определяет минимальную ко­
ординату базовой точки, максимальной же координатой, оче­



видно, является расстояние от точ­
ки начального касания зубьев до 
точки пересечения линии зацепле­
ния с нерабочим профилем зуба. Так, 
например, в работе [76] за коорди­
нату базовой точки принята ее мак­
симальная величина.

Однако, как указано выше, выбор 
базовых точек не может быть произ­
вольным, а должен зависеть от об­
щего метода определения суммарной 
упругой деформации зубьев зубча­
тых колес. Если, например, изгиб- 
ная деформация зубьев определяется 
как смещение точки пересечения ли­
нии зацепления с осью симметрии 
зуба, измеренное вдоль линии дейст­
вия нагрузки (совпадающей с лини­
ей зацепления), то при определении 
контактной деформации зубьев зуб­
чатых колес эта же точка должна 
быть выбрана в качестве базовой.

Если же, как принято нами, изгибная деформация зуба опре­
деляется относительно сечения заделки зуба в обод зубчатого коле­
са и отдельно определяется деформация прилежащей к зубу части 
обода, то за базовую точку должна быть выбрана точка пересече­
ния сечения заделки зуба в обод с осью его симметрии. Рассмот­
рим оба метода определения базовых точек на зубьях зубчатых 
колес.

Примем за базовые точки пересечения линии зацепления и 
осей симметрии контактирующих зубьев (рис. 10).

На рис. 11 приведен график для определения коэффициента 
геометрии зубчатой передачи К ѵ в зависимости от числа зубьев 
шестерни zx и передаточного числа зубчатой передачи. Контакт­
ная податливость зубьев зубчатых колес в полюсе зацепления 
может быть найдена из рис. 12 по значениям отношения ріт и 
коэффициента геометрии, определенного из рис. 11 [3].

По приведенным формулам и графикам может быть определена 
контактная податливость пары зубьев зубчатых колес в полюсе 
зацепления. Для определения величины ôh в произвольной точке 
на линии зацепления необходимо найти для этой точки коэффи­
циент геометрии К г , который, очевидно, зависит от фазы зацеп­
ления.

Таким образом, для того чтобы учесть при расчете контактной 
податливости изменение по фазе зацепления приведенного радиу­
са кривизны профилей контактирующих зубьев, необходимо от 
найденного по графику рис. 11 коэффициента геометрии передачи 
вычесть величину kp = lg кх.



Р и с .  11. Зависимость коэффициента геометрии К т от числа 
зубьев шестерни z и вида передачи

-Ю f см2/к Г

Р и с .  12. Зависимость контактной податливости^зубьев 
от нагрузки phn  и коэффициента геометрии^А'р
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На рис. 13 приведена номограмма для коэффициента кр, на ко­
торой совмещены графики /  (ах) =  /  (z, Ar) и кр = F [/ (ад.) і]. 
При использовании этой номограммой для данного числа зубьев 
шестерни zx и контактной точки на профиле зуба (Ar) находят ко­
эффициент /  (ах), величина которого сносится на кривые правого 
графика. После этого по найденной величине /  (ах) и заданному 
передаточному числу і находят коэффициент К р, который необ­
ходимо вычесть из коэффициента геометрии и Кр, найденного из 
рис. И .

Очевидно, что с изменением фазы зацепления будут меняться 
также координаты базовых точек z1; z2. Поэтому из коэффициента 
геометрии К т, найденного по рис. 11, необходимо вычесть коэф­
фициент

k,  =  lg -7 ^ =  ïg-T ^ +  ^ - r 1-ДІ 2 Д2 2Д1 г д2
(3.7)

где z1K, z2k — координаты базовых точек сопряженных профилей 
зубьев в точке контакта к, гЯ1, гЛ2 — то же в полюсе зацепления.

Теперь определим контактную податливость зубьев в пред­
положении, что базовыми являются точки пересечения осей сим­
метрии контактирующих зубьев с сечением заделки зубьев в обо­
дья зубчатых колес (рис. 14). В соответствии с методикой поэле­
ментного определения составляющих суммарной деформации

Р и с. 14. Выбор базовых то­
чек при определении контакт­
ной деформации зубьев зуб­
чатых колес

зубьев зубчатых колес в качестве базовой выбираем точку В, 
лежащую в основании зуба на оси его симметрии. Поскольку в 
данном случае базовая точка не лежит на линии действия сжимаю­
щей силы Р, то для определения относительного смещения то­
чек приложения нагрузки и базовой, измеренного вдоль линии 
действия силы Р (линия зацепления), необходимо воспользовать­
ся более общей формулой

Wi =  $Р
21.

1 + 2 1 п —і-ь
1

( l - v ) i =  1, 2), (3.8)

где li — расстояние между точкой приложения нагрузки Р  и ба­
зовой точкой В, zt — проекция расстояния lt на линию действия 
нагрузки Р.



Из рис. 14 следует, что

-f- = c,osÿi (і =  1,2),

где фг — угол между lt и линией зацепления.
Из (8) контактная деформация зубьев будет равна

w ,i =  -j- w2 =  2pi} 4/i/2
62 1 - 2(Г"ѵ)~ (c o s +  cosФ*)]-

(3.9)
Формула (3.9) может быть использована для определения кон­

тактной деформации зубьев при произвольном выборе базовых то­
чек. Для упрощения расчетов по формуле (3.9) представляется 
целесообразным свести ее к зависимости (3.10), введя поправку в 
коэффициент геометрии Кт. Таким образом, будем иметь

4,we - т ^ г +  а; - мб, - щ = 2й In - 62
где

1п- +  K 'l - v ) ^ 1 ~ cos^i) (i ~  1>’2).

(3.10)

(3.11)

Из формулы (3.10) следует, что для определения контактной 
деформации зубьев можно воспользоваться приведенными вышз 
графиками, однако при этом от найденной по номограмме (рис. 11) 
величины коэффициента геометрии Кг следует вычесть сумму 
(Ах +  А2), где

А;
г. (1 cos ф j )

g  z .  4 , 6 0 6 ( 1  —  V )
(і =  1, 2). (3.12)

В остальном последовательность определения контактной по­
датливости зубьев зубчатых колес остается прежней.

Найдем величины, входящие в формулу (3.12). Из рис. 14 
следует, что

I =  Yh*  +  х%,

где h —- расстояния от точки приложения нагрузки до основания 
зуба, X  — полу хорда в текущем сечении

, àф — у — arccos -j  ,

где у — угол между нормалью к профилю зуба и нолухордой ж. 
В соответствии с принятым выше определением

ъ  = г* = т - щ ^ -
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§ 4. Экспериментальные исследования
деформации прямых зубьев

Изложенный выше метод теоретического определения суммарной 
деформации зубьев основан на ряде допущений, оценка которых в 
общем виде не всегда представляется возможной. В связи с этим 
ниже приведены результаты сопоставления расчетных величин 
деформации зубьев зубчатых колес, определенных по изложенной 
методике, с экспериментальными данными.

Экспериментальное определение сближения осей, контакти­
рующих по образующим цилиндров, выполнено А. Н. Динником 
[311. Расчетное значение сближения осей цилиндров с высокой точ­
ностью совпало с экспериментально найденными величинами 
wk [31.

Экспериментальное исследование деформации зубьев цилинд­
рических зубчатых колес наиболее полно выполнено в работах 
[76, 78, 79]. Измерение перемещений характерных точек проводи­
лось в статических условиях рычажным тензометром, призмы 
которого устанавливались в так называемые установочные и ба­
зовые точки (рис. 15).

Р и с. 15. Схема измерения деформации зубьев зубчатых колес [79] 
В ,  Е  — установочные точки, С ,  F  — базовые точки

Названные точки располагались на линии зацепления, причем 
установочные точки на расстоянии 1,5 мм (для наружных зубьев 
[78]) и 1 мм (для внутренних зубьев [79]) по обе стороны от точки 
касания зубьев, а базовые точки — в значительном удалении от 
точки касания зубьев.

За изгибную деформацию зуба было принято сближение уста­
новочной и базовой точек данного зубчатого колеса, а за контакт­
ную деформацию зубьев — сближение установочных точек кон­
тактирующих зубьев.

Рассматриваемый метод определения деформации зубьев имеет 
тот недостаток, что выбор расположения установочных точек не 
зависит от нагрузки, прикладываемой к зубьям. Но, как указано 
выше, от выбора этих точек зависит величина измеренной контакт­
ной деформации зубьев, поэтому такой метод позволяет достаточ­



но точно определить суммарную деформацию контактирующих 
зубьев. Однако при неудачном выборе установочных точек может 
быть допущена ошибка в разделении суммарной деформации зубь­
ев. Выбор базовых точек не вызывал затруднений, так как значи­
тельная жесткость обода зубчатого колеса дисковой формы 
позволяла пренебречь влиянием податливости ободьев зубчатых 
колес на жесткость зубчатого зацепления.

Как показывает рис. 15, базовые точки значительно отстоят 
от контактирующих зубьев, поэтому можно считать их неподвиж­
ными. Следовательно, сближение установочной и базовой точек 
по самой идее эксперимента должно быть равно суммарной дефор­
мации зуба — изгибной и прилежащей к зубу части обода зубчатого 
колеса, а не только изгибной деформации зуба, как это указано 
в работе [78].

Проведенное по указанной методике экспериментальное опре­
деление контактной податливости зубьев дало следующие резуль­
таты:

ôK =  1,0 ■ 10“6 смг/кГ — для наружных зубьев, 

ô K=  0,95 • 10"6 см2/кГ — для внутренних зубьев.

Сравнение значений контактной податливости зубьев с резуль­
татами ее расчетного определения (§ 1.3) показывает, что получен­
ные величины 0К имеют заниженное значение. Действительно, 
как показано выше, установочные точки не должны располагать­
ся от точки касания зубьев ближе, чем на расстояние z =  106, 
в противном случае будет измерена только часть контактной де­
формации зубьев. При этом 0К =  1,5-ІО“6 см21кГ. В эксперименте 
базовые точки всегда следует располагать на расстоянии z 106 
от точки первоначального касания зубьев.

Ширина площадки касания профилей зубьев 2b не остается по­
стоянной по фазе зацепления, а зависит от расположения точки 
контакта на профилях зубьев. Поэтому для данных на­
грузки, прикладываемой к передаче, и числа зубьев зубчатых колес 
определяются пределы изменения _величины 26, после чего назна­
чается координата z =  10 6max (6 — максимальная в пределах 
активной части линии зацепления полуширина площадки каса­
ния зубьев).

Таким образом, мерой правильного выбора базовых (установоч­
ных) точек является равенство z =  106. В работе [79] приведен 
пример определения контактной податливости зубьев, для которо­
го 6 =  3,86- ІО"2 см, что дает при zL = z2 =  1,5 мм = 3,9 6 (мень­
ше 106).

В данном случае установочные точки оказались расположенны­
ми слишком близко от точки начального касания зубьев, поэто­
му при эксперименте определялась только часть контактной де­
формации зубьев. Если в формуле (3.1) принять z/б =  3,9, то
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получится расчетная величина контактной податливости зубьев

совпадающая с рекомендованным в работе [79] значением 0К 
для зубьев с внешним зацеплением. Этот пример объясняет при­
чину расхождения расчетной и экспериментальной величин кон­
тактной податливости зубьев зубчатых колес.

Отсутствие в работе [78] . величин нагрузок, действующих в 
зацеплении, не позволяет расчетным путем определить контакт 
ную деформацию зубьев зубчатых колес внутреннего зацепления 
при выбранных установочных точках. Однако то, что при умень­
шенном расстоянии между установочными точками получена мень­
шая величина контактной податливости зубьев, говорит о неудач­
ном выборе установочных точек.

Неудачный выбор установочных точек привел к занижению ве­
личин контактной податливости зубьев и соответствующему завы­
шению изгибной податливости зубьев зубчатых колес. Поэтому 
приведенные в работе [79] экспериментальные данные были уточ­
нены следующим образом [71: для каждого эксперимента опреде­
лялась разность между расчетной 6« и экспериментальной ôft 
величинами контактной податливости зацепляющихся зубьев:

После этого уточненную величину изгибной податливости зацеп­
ляющихся зубьев определяли как разность

где би., би. — уточненная (экспериментальная) величина изгиб­
ной податливости зуба і-го колеса.

Сопоставление уточненных б„ и расчетных би +  б00я (табл. 2) 
величин составляющих суммарной податливости зубьев показы­
вает, что в промежуточных контактных точках совпадение сопо­
ставляемых величин хуже, чем в крайних точках активной части 
линии зацепления [7].

В табл. 2 выполнено сопоставление расчетных и эксперимен­
тальных величин суммарной податливости зубьев. Поскольку ве­
личина нагрузки, при которой измерялись упругие деформации 
зубьев зубчатых колес, неизвестна, то не удалось определить кон­
тактную составляющую суммарной податливости зубьев в соответ­
ствии с принятой общей методикой поэлементарного определения 
составляющих упругой деформации зубьев. Поэтому во всех рас­
четах, независимо от расположения контактной линии зацепле­
ния, принимали бк =  1,5 • ІО“6 см1!кГ.

Приведенные в табл. 2 значения изгибной податливости зубьев 
определялись как произведение изгибной податливости клина

1 —V
V

Аби =  Ь І -  б° =  1,5 • ІО-6 — б®.



№ 
п/ II

Число
зубьев Модуль 

т , м м

Измеренная податливость зубьев 
S^-IO« слЦ/кГ

Zi Za I i l і и IV V

1 90 90 4 8,39 6,43 9,06
2 60 120 4 7,75 — 5,81 — 7,27
3 60 60 6 4,92 — 5,26 — 7,55
4 60 180 3 8,78 — 6,96 — 8,70
5 30 60 8 8,15 6,97 6,13 6,69 8,32
6 45 45 8 8,09 5,83 5,37 5,92 7,61
7 45 135 4 8,44 — 6,38 ___ 8,17
8 36 36 10 8,40 7,11 6,30 7,24 8,52
9 22 68 8 8,62 7,26 6,19 7,09 8,80

10 24 48 10 8,17 6,41 5,85 6,32 8,83
11 18 54 10 8,17 7,24 5,92 6,85 8,89

I  — начальная фаза зацепления, II  — дополюсная фаза зацепления, I I I  — полюс, 
IV — заполюсная фаза зацепления, V — конечная фаза зацепления,

Т а б л и ц а  2а

Изгибная податливость зубьев 
5^-10« с м 2/ к Г

Податливость основания зубьев 

5осн‘10’ с м 2 / к Г

I и іи IV V I и іи IV V

1,01 0,10 0,43 1,38 3,57 1,16 1,25 1,47 1,86 2,45
3,57 1,38 0,43 0,10 0,01 2,45 1,86 1,47 1,25 1,16
0,01 0,10 0,46 1,48 3,78 1,05 1,14 1,39 1,90 2,41
3,46 1,32 0,4 0,10 0,01 2,44 1,92 1,54 1,30 1,22
0,01 0,10 0,46 1,48 3,78 1,05 1,14 1,39 1,90 2,41
3,78 1,48 0,46 0,10 0,01 2,41 1,90 1,39 1,14 1,05
0,01 0,10 0,46 1,48 3,78 1,05 1,14 1,39 1,90 2,41
3,40 1,30 0,40 0,10 0,01 2,46 1,96 1,61 1,38 1,30
0,01 0,12 0,52 1,63 4,20 0,86 1,01 1,29 1,65 2,31
3,78 1,46 0,46 0,10 0,01 2,41 1,90 1,39 1,14 1,05
0,01 0,11 0,50 1,55 3,96 0,97 1,07 1,33 1,73 2,29
3,96 1,55 0,50 0,11 0,01 2,29 1,73 1,33 1,07 0,97
0,01 0,11 0,50 1,55 3,96 0,97 1,07 1,33 1,73 2,29
3,24 1І32 0,40 0,10 0,01 2,44 1,93 1,56 1,33 1,25
0,01 0,12 0,50 1,60 4,08 0,91 1,04 1,31 1,67 2,28
4,08 1,69 0,50 0,12 0,01 2,28 1,67 1,31 1,04 0,91
0,01 0,13 0,56 1,70 4,31 0,84 0,99 1,28 1,72 2,34
3,65 1,31 0,45 0,10 0,01 2,44 1,81 1,41 1,18 1,09
0,01 0,12 0,52 1,65 4,20 0,84 0,98 1,27 1,69 2,32
3,80 1,50 0,48 0,10 0,01 2,30 1,75 1,35 1,09 1,00
0,01 0,14 0,58 1,72 4,36 0,80 0,98 1,26 1,75 2,37
3,79 1,49 0,47 0,10 0,01 2,32 1,77 1,35 1,12 1,02



Расчетная податливость зубьев 
5^-10« и м у к Г

8 | / 8 э£

I II III IV V I II і и IV V

8,69 6,09 5,30 6,09 8,69 1,04 0,84 0,97
8,46 5,98 5,31 6,28 8,92 1,09 — 0,91 — 1,20
8,75 6,12 5,20 6,12 8,75 1,09 — 0,99 — 1,18
8,42 6,00 5,36 6,36 8,90 0,96 — 0,77 — 1,02.
8,56 5,91 5,16 6,02 8,07 1,04 0,84 0,84 0,90 0,97
8,73 5,96 5,16 5,96 8,73 1,08 1,02 0,85 1,01 1,15
8,18 5,93 5,29 6,21 9,01 0,97 ---- - 0,83 — 1,10
7,78 5,93 5,12 5,93 7,78 0,93 0,84 0,82 0,82 0,91
8,44 5,74 5,20 6,20 9,25 1,16 0,79 0,84 0,88 1,05
8,45 5,85 5,12 6,03 9,03 1,03 0,91 0,88 0,96 1,02
8,42 5,88 5,16 6,19 9,26 1,03 0,81 0,87 0,91 1,04

би.кл (см. рис. 6) на коэффициент кривизны /сэ (см. рис. 5). Посколь­
ку экспериментальные зубчатые колеса имели дисковую форму, 
то податливость прилежащей к зубу части обода зубчатого колеса 
определялась непосредственно из рис. 16. Выполненное в табл. 2, 
2а, 26 сопоставление расчетных и экспериментальных величин 
суммарной податливости зубьев показывает, что отношение ôs/ôs 
близко к единице в крайних контактных точках и уменьшается в 
полюсе зацепления, что объясняется, по-видимому, приближенным 
определением контактной податливости зубьев. Таким образом, 
изложенная выше методика определения составляющих упру­
гой деформации зубьев дает удовлетворительное совпадение с ре­
зультатами экспериментов, что дает основание рекомендовать ис­
пользование ее в расчетной инженерной практике.

Т а б л и ц а  3. Сопоставление расчетных величин суммарной податливо­
сти зубьев с результатами эксперимента [81]

Число зубьев z Точка контакта к 5 д -10«, с м 2/ к Г 5^-10«, с м 21 к Г ь ' р/ ь ' э и 1 и

18 7,33 6,90 0,94
14 14 3,58 3,65 1,02

10 2,44 1,81 0,74
18 6,60 6,61 1,00

22 14 3,70 3,35 0,91
10 1,84 1,81 0,98
18 5,30 6,35 1,20

36 14 2,40 3,25 1,35
10 1,19 1,85 1,55



Р и с. 16. Зависимость суммарной податливости зубьев зубчатых колес 
дисковой формы от числа зубьев z

Р и с .  17. Изменение податливости зубьев зубчатых колес дисковой формы 
по фазе зацепления

В работе [81] выполнено статическое исследование напряжен­
ного состояния зубьев зубчатых колес на моделях из оргстекла. 
При испытаниях измерялись перемещения точек приложения на­
грузки вдоль линии ее действия бп, а также перемещение точки 
пересечения оси симметрии зуба с хордой, соединяющей центры 
кривизны выкружек зуба б0, причем последнее перемещение изме­
рялось вдоль хорды по нормали к оси симметрии зуба.

Из методики измерения перемещений точки приложения на­
грузки следует, что таким путем была определена суммарная 
изгибная податливость зуба би +  б0Сш поэтому в табл. 3 приведе­
но сопоставление расчетных величин суммарной изгибной подат­
ливости зубьев ôs — 0,5 бк с экспериментально замеренными 
перемещениями.

При решении многих задач по исследованию зубчатых 
передач возникает необходимость знать изменение податливости 
зубьев по фазе зацепления — это вопросы, касающиеся преднаме­
ренного изменения правильной эвольвентной формы зубьев с 
целью улучшения динамических характеристик зубчатой передачи, 
исследование распределения нагрузки между одновременно за­
цепляющимися парами зубьев, исследование возможности возник­
новения в системе редуктора параметрических колебаний, связан­
ных с периодическим изменением податливости зубьев по фазе 
зацепления.

Изложенный выше метод расчетного определения составляю­
щих упругой деформации зубьев зубчатых колес позволяет полу­



чить ответ на вопрос об изменении податливости собственно зубьев 
зубчатых колес по фазе зацепления. Для полного решения вопроса 
об изменении по фазе зацепления податливости всего зубчатого 
зацепления необходимо также учесть деформацию зубьев, обусло­
вленную податливостью ободьев зубчатых колес.

В практике расчета редукторов часто встречаются случаи, ког­
да оба сопряженных зубчатых колеса имеют дисковую форму. 
В этом случае с помощью рис. 16 могут быть построены кривые из­
менения податливости зубьев зубчатых колес по фазе зацепления 
(рис. 17).

В работе [99] изгибная деформация зубьев определялась с по­
мощью индуктивного датчика, установленного на торце зуба. 
Таким путем была определена изгибная деформация зубьев по фа­
зе зацепления. После определения расчетным путем контактной 
деформации зубьев была построена зависимость суммарной жест­
кости пары зубьев от фазы зацепления.

Максимальное значение удельной жесткости пары зубьев за­
висит от нагрузки (поскольку расчетная величина контактной де­
формации пары зубьев нелинейно зависит от нагрузки) и изменяет­
ся от 1,7-ІО6 до 1,9-ІО5 кГ/смг с изменением удельной нагрузки от 
200 до 1200 кГІсм.



Теоретическое решение задачи о деформации косых зубьев пред­
ставляет значительные трудности, вызванные пространственным 
характером нагружения и деформирования косых зубьев и невоз­
можностью использования известных в теории упругости решений, 
поскольку характерные размеры зубьев во всех трех направле­
ниях являются величинами одного порядка. Поэтому при ориен­
тировочных расчетах деформации косых зубьев расчетные формулы 
строят с использованием величин деформации прямых зубьев и 
введением корректирующих коэффициентов, учитывающих нак­
лон зубьев в косозубых зубчатых колесах.

Для уточнения расчетов, относящихся к исследованию распре­
деления нагрузки по длине контактных линий в косозубых зуб­
чатых зацеплениях, приведенные формулы не могут быть исполь­
зованы. Поэтому ниже дается приближенное решение задачи о 
деформации косых зубьев, полученное на основе принятия некото­
рых физических гипотез о характере деформирования косых 
зубьев. При этом выполненное выше теоретическое исследование 
податливости прямых зубьев является составной частью иссле­
дования податливости косых зубьев и распределения нагрузки 
по длине контактных линий в косозубом зацеплении.

§ 1. Методы определения деформации косых зубьев

■Задача о деформации косых зубьев должна рассматриваться как 
пространственная задача теории упругости, характерной особен­
ностью которой является взаимное влияние условий контакта 
зубьев (распределения нагрузки по длине контактных линий) на 
деформацию зубчатого зацепления и обратно. Существующие ме­
тоды расчета распределения нагрузки по длине контактных линий 
и податливости зубчатого зацепления строятся на ряде допущений, 
позволяющих тем или иным способом наметить путь нахождения 
искомых величин.

Решение задачи о распределении нагрузки по длине контакт­
ных линий и податливости зубчатого зацепления может быть вы­
полнено только на базе рассмотрения единой контактной задачи 
для разомкнутой в месте контакта зубьев цепи упругих элемен­
тов, включающих зубья и ободья зубчатых колес, валы и опоры, 
т. е. всю зубчатую передачу в целом. Характер упругого дефор­
мирования элементов зубчатой передачи учитывается при поста­
новке контактной задачи, принятием некоторых предположений о 
^свойствах контактирующих зубьев по длине контактной линии.



При постановке задачи о контакте зубьев зубчатая передача 
размыкается в месте контакта зубьев по контактной линии и от­
брошенная часть передачи заменяется действием распределенной 
вдоль контактной линии нагрузки. Очевидно, что на обе части зуб­
чатой передачи по длине контактной линии действует одинаковая 
распределенная нагрузка. Бесконечно малый прогиб dw(x) в 
некоторой точке контактной линии с координатой х, вызванный 
элементарной нагрузкой р (t) dt, приложенной в точке контакт­
ной линии с координатой t, может быть представлен в виде

dw (х) — К (х, t) р (t) dt, (1.1)

где К (х, t) — представляет собой некоторую функцию, определяю­
щую прогиб в точке контактной линии с координатой х под дей­
ствием единичной сосредоточенной силы, приложенной в точке 
с координатой t.

Прогиб в точке контактной линии с координатой х, обусловлен­
ный всей приложенной нагрузкой, получается интегрированием 
соотношения (1.1) по всей длине контактной линии

L
w (х) = ^ К (х, t) p(t)dt,  (1.2)

о

где L — длина контактной линии, зависит от расположения ее 
на боковой поверхности контактирующих зубьев, х — координа­
та рассматриваемой точки вдоль контактной линии, р (t) — про­
извольно заданная распределенная по длине контактной линии 
нагрузка, К (х, t) — функция влияния или функция Грина для 
одномерной задачи.

Формула (1.2) может быть построена для обеих частей передачи 
в виде

L  L

гѵ1 (х) =   ̂ К г (х, t) р (t) dt, w2{x) К 2(х, t) p{t) dt. (1.3)
о о

При отсутствии первоначального неприлегания зубьев сумма 
этих перемещений — сближение обеих частей передачи — есть 
величина постоянная и независящая от координаты х.

L

д = w1 (х) +  w2 (х) =  Л \К1 (х, t) +  К2 {х, *)] р (t) dt, (1.4)
О

где А — сближение контактирующих тел в нормальном направле­
нии, являющееся мерой упругого деформирования зубчатого за­
цепления.

Равнодействующая нагрузок, распределенных по длине кон­
тактной линии, должна равняться внешней расчетной нагрузке,



действующей в зубчатом зацеплении
L
J р (t) dt =  P, (1.5)
о

где Р — расчетная нагрузка в зубчатом зацеплении считается за­
данной величиной.

Два интегральных уравнения (1.4) и (1.5) полностью формули­
руют задачу о контакте в зубчатом зацеплении и позволяют на­
ходить искомые величины Д и р (t). Отношение

будет удельной податливостью однопарного зубчатого зацепления.
Существующие методы решения контактной задачи зубчатого 

зацепления получены из системы (1.4) и (1.5) уравнений, но при 
некоторых допущениях. Сложность в решении сформулированной 
задачи определяется тем, что для такого сложного объекта, каким 
является зубчатое зацепление, не удается в аналитической форме 
построить функцию влияния К(х, t), входящую в уравнение (1.4).

В работе [34] функция влияния К (х, t) определялась на модели 
зуба экспериментальным путем. Контактную линию разбивали на 
п участков, на каждом из которых распределенная нагрузка за­
менялась сосредоточенной силой, перемещение точек участков 
•заменялось средней величиной. В этом случае семейство функций 
влияния дискретно по числу участков разбиения контактной линии 
и имеет вид К -j (где і — номер точки приложения сосредоточенной 
силы, / — номер точки, в которой определяется перемещение).

Таким образом, перемещение в /-й точке под действием сосре­
доточенных по длине контактной линии сил имеет вид:

б =  МР (1.6)

П
W[ — 2  РіКц, і — 1, 2, 3. . . гг. (1.7)

3=1

Располагая выражениями вида (7) для первого зуба
п

Wî — P i P- і]

и второго
n

Щ — 2  PiKij,

можно получить систему п алгебраических уравнений



что совместно с уравнением равновесия
п

2  р і =  Р (1.9>
î—1

позволяет построить систему из п +  1 уравнений с п +  1 неизвест­
ными (п значений нагрузок P t и сближение зубьев А).

Таким образом, после определения экспериментальным путем 
функции влияния К  (X, t) система интегральных уравнений (1.4) — 
(1.5) решалась в конечных разностях. Такой метод решения кон­
тактной задачи зубчатого зацепления позволяет с использованием 
ЭЦВМ находить как распределение нагрузки по длине контакт­
ной линии, так и сближение контактирующих зубьев. При этом, 
однако, необходимо знать длину контактной линии, которая при 
наличии начального перекоса зубьев является неизвестной вели­
чиной.

Кроме того, даже с использованием ЭЦВМ решение обратной 
контактной задачи зубчатого зацепления (т. е. определение кон­
тактной нагрузки) оказывается затруднительным из-за слабой 
обусловленности системы уравнений (1.8) — (1.9), что приводит к 
необходимости решения этой системы уравнений итерационными 
методами, задаваясь некоторой эпюрой контактной нагрузки.

В работе [90] система интегральных уравнений (1.4) — (1.5) 
решалась в предположении недеформируемости обода зубчатого 
колеса. При этом функция влияния К (x,t) представлялась в виде 
суммы двух слагаемых, первое из которых учитывало контактную 
деформацию зубьев, а второе — изгибную деформацию зубьев

K (x , t )  = K k(x,t) +  K u (x,t). (1.10)

Далее, предполагая, что нагрузка, приложенная в одной точ­
ке контактной линии, слабо влияет на контактную деформацию в 
других точках, уравнение (2) записывается в виде

L

w(x) =  р (х )К к(х) +  ^ к и (х, t)p(t)dt.  (1.11)
О

В этом случае формула для сближения принимает вид
L

+  [Klu(x,t) +  K 2u(x,t)]p{t)dt  = A. (1.12)
о

Коэффициент влияния K vl{x,t), соответствующий изгибной 
деформации зубьев, в работе [90] определялся из решения задачи 
об изгибе тонкой консольной прямоугольной пластинки бесконеч­
ной длины с последующим учетом конечной длины пластинки 
экспериментальным путем.



Недостатками изложенного метода решения системы уравнений 
(1.4) — (1.5) являются использование результатов расчета и ис­
следования тонких прямоугольных пластинок, что вызывает не­
обходимость введения поправочных коэффициентов для учета ре­
альных размеров зубьев зубчатых колес, а также приближенное 
решение уравнения (1.12) методом конечных разностей, не позво­
ляющее получить решение в аналитическом виде.

В связи с этим возникает необходимость разработки метода ре­
шения контактной задачи зубчатого зацепления, который дал бы 
возможность получить выражения для искомых величин р (t) 
и Д в аналитической форме. Естественно, что такой метод может 
быть только приближенным. Однако таким путем можно довести 
результаты до конечных аналитических формул, которые позво­
лят находить искомые величины р ( t)max и А.

Применительно к контактной задаче зубчатого зацепления не­
обходимо учитывать то, что семейством плоскостей, параллельных 
торцевой плоскости зубчатого колеса, последнее может быть раз­
бито на бесконечное число бесконечно тонких пластинок, каждая 
из которых представляет прямозубое зубчатое колесо, для ко­
торого имеется решение (гл. 1) о податливости при действии на­
грузки в произвольной точке по высоте зуба. Поэтому приближен­
ное решение контактной задачи косозубого зубчатого зацепления 
должно быть построено таким образом, чтобы в него составной ча­
стью входило решение о податливости прямозубого зубчатого 
зацепления (гл. 1).

В этом случае зуб зубчатого колеса представляется в виде 
набора не связанных друг с другом тонких пластинок, имеющих 
форму зуба, и поверхность зуба вдоль линии контакта представляет 
собой винклеровское основание с переменным коэффициентом по­
стели. Другими словами, предполагается, что нормальные переме­
щения точки контактной линии с координатой I зависят только от 
нагрузки, действующей в этой точке, причем зависимость эта раз­
лична для точек контактной линии

w(l) = р (I) К (Z), (1.13)

где I — координата точки вдоль контактной линии, К  (I) — коэф­
фициент постели, переменный по длине контактной линии.

В этом случае контактная задача зубчатого зацепления может 
быть решена следующим образом. Перемещения точек контактной 
линии первого и второго зуба согласно (13) запишутся в виде

w1(l) = p ( l )K 1(l), щ(1) = р(1)Ка(1). (1.14)
Кинематическое уравнение контакта зубьев примет вид

W\ (I) +  Щ (I) =  Д
или

/> (№ (* )  +  £*(*)] =  А- (!-15>



(1.16)

Уравнение равновесия имеет прежний вид
L
SP(l)dl = p .
О

Таким образом, система уравнений (1.15) и (1.16) полностью 
формулирует задачу при предположении (1.13) о поведении упру­
гого основания.

При известных величинах коэффициентов постели K t (I) из 
(1.15) найдется закон распределения контактной нагрузки в за­
висимости от сближения зубьев

р(1) = А/2К{(1), (1.17)
где

ХК,(1) = К^І)  + Кг {1). (U 8)

Подставив нагрузку р (I) из (17) в уравнение равновесия (16), 
получим

4 w w “ />’ <u9>о
откуда найдем выражение сближения зубьев Д через внешнюю на­
грузку

4  =  W $ l - ï & r -  <1 -20>I о
Наконец, подставив сближение зубьев Д из (1.20) в (1.17), 

найдем закон распределения нагрузки по длине контактной линии 
в зависимости от внешней нагрузки

ь
p ( l) = P ^ K i ( l ) \ ^ Î L (1.21)

о
Таким образом, задача о податливости зубчатого зацепления и 

распределении нагрузки по длине контактной линии будет решена, 
если удастся описать модель зуба в виде упругого основания, под­
чиняющегося гипотезе Винклера (1.13), однако имеющего пере­
менный коэффициент постели по длине контактной линии. Ниже 
показано, как построить модель упругого основания, имитирую­
щего деформирование зубчатого зацепления, если принять некото- 
ную физическую гипотезу о характере упругого деформирования 
зуба зубчатого колеса.



При построении модели упругого основания, имитирующего де­
формирование зубьев зубчатых колес, предположим, что переме­
щения точек тела зуба вдоль оси зубчатого колеса равны нулю. 
Такое допущение позволяет значительно упростить контактную 
задачу зубчатого зацепления.

Поскольку при деформировании зуба зубчатого колеса переме­
щения точек контактной линии вдоль оси зубчатого колеса малы, 
то принятие гипотезы об отсутствии перемещений в этом направле­
нии достаточно хорошо соответствует реальным условиям дефор­
мирования зубьев зубчатых колес. При принятой гипотезе тело 
зуба можно считать набранным из пластинок, имеющих форму по­
перечного сечения зуба и полученных рассечеігием тела зуба плос­
костями, параллельными оси зубчатого колеса.

Пластинки связаны между собой касательными связями с мо­
дулем касательного сопротивления, равным GS (где G — модуль 
сдвига, S — площадь поперечного сечения зуба). Каждая пластин­
ка, в соответствии с принятой гипотезой, не искривляется, а де­
формируется только в своей плоскости.

Задача о деформации такой пластинки решена в гл. 1. Приведен­
ные формулы позволяют определять упругое перемещение точки 
приложения нормальной удельной нагрузки в направлении ее 
действия. При этом отношение упругого перемещения шк к вызвав­
шей его удельной нормальной нагрузке Рул названо удельной по­
датливостью прямого зуба (пластинки) ô. Величина удельной по­
датливости зуба (пластинки) зависит только от расположения точ­
ки контакта на профиле его, т. е. является функцией координа­
ты ж (рис. 18).

Поскольку в каждой из пластинок, составляющих тело зуба, 
имеется только одна точка пересечения с контактной линией, то 
для пластинки, имеющей координату вдоль образующей зуба у, 
однозначно соответствует координата х , соответствующая точке 
пересечения ее контактной линией, т. е. точке, в которой приложе­
на контактная нагрузка и для которой известна величина удель­
ной податливости ô (х). Поскольку для решения контактной зада­
чи зубчатого зацепления представляет интерес знание упругих 
перемещений только точек, расположенных на контактной линии, 
то каждую из выделенных пластинок можно рассматривать как 
набор стержней, не связанных между собой и опертых на жесткое 
основание, при этом стержни должны иметь такую длину Іс, и мо­
дуль упругости Ес, чтобы податливость их была равна 0Ж.

Поперечные размеры стержней равны Аж и А у, поэтому нормаль­
ные напряжения при сжатии стержней на величину w (ж) равны

или
б =  гЕ

P  W (X)
ДжДу Іс (ж)

Ес (ж), (2 .1)



Р(Я, ff) X ÿ

Р и с .  18. Схема зуба зубчатого колоса

но
w  (X)

ТЩі 6(х),

поэтому связь между длиной стержня с координатой х и его мо­
дулем упругости имеет вид

Е с (х) =  lc (x)/ô (X) Дж. (2.2)

Таким образом, построенная модель состоит из стержней, имею­
щих длину Іс (х) и модуль упругости Ес (х), не связанных между 
собой в направлении х и связанных в направлении у касательны­
ми связями GS. Формула (2.2) включает два неизвестных Ес и 
Іе, поэтому для их определения примем, что напряжения сдвига 
между стержнями в направлении у равны напряжениям сдвига 
между пластинками, из которых набран зуб зубчатого колеса

Gc (х) Іс (х) Ах =  GS, (2.3)
где S  — площадь поперечного сечения зуба торцевой плоскостью

S ä  2,25m-Jm =  3,85то2, 

G — модуль сдвига материала.



Принимая Gc (X) = Е с (x)l2 (1 +  ѵ), с учетом (2.2) получим

Іа (х) =  1,96т Y E  ■ Ô (х). (2.4)

Формула (4) позволяет определять длину стержня для любой 
точки контактной линии в зависимости от величины податливости 
пластинки, вырезанной в этой точке.

Таким образом, зубу зубчатого колеса поставлено в соответ­
ствие упругое основание, в одном направлении (параллельном 
оси х) имеющее свойство винклеровского основания с переменным 
коэффициентом постели, а в другом направлении (параллельном 
оси у) имеющее также свойство сопротивляться сдвиговым напря­
жениям.

Итак, задача сводится к определению перемещения точек при­
ложения силы на границе пластинки, установленной на жесткое 
основание, и собранной из стержней, связанных касательными 
связями. Пластинка имеет единичную толщину, переменную вы­
соту (2.4) и вырезана из зуба двумя плоскостями, параллельными 
контактной линии на поверхности зуба (рис. 18).

В работе 16] предложена следующая модель пластинки: она 
состоит из стержней, работающих только на сжатие и растяжение, 
но не на изгиб (напряжения по высоте сечения постоянны), и слоев 
между этими стержнями, связывающих их и работающих только 
на сдвиг. Если представить ортогональную (до деформации) сет­
ку на пластинке, то после деформации линии у =  const искривят­
ся, поэтому введение фиктивных массовых сил Y  обеспечивает 
поведение пластинки в соответствии с принятой моделью. Приня­
тая модель упругого основания имеет повышенную жесткость по 
сравнению с упругой средой, поскольку введение фиктивных мас­
совых сил препятствует естественному деформированию упругой 
среды.

Введем новые координаты
Ъ = Ѵ

11 ~  ~Ѵ Х + 2G Z’ (2.5)

тогда оно примет вид
Д w = — — ■ z, (2.6)

где
д _  Р2 02
А ~  ' дг?

оператор Лапласа.
Положив в (2.6) массовые силы по направлению оси z равными 

нулю, z =  0, получим, что
Aw =  0, (2.7)

т. е. перемещения w являются гармонической функцией.



Тогда связь между перемещениями и напряжениями с учетом 
(2.5) примет вид

on = YG(k  + 2G) Хіц = G ■ . (2.8>

Подстановка в зависимости (2.6) — (2.9) значений модуля уп­
ругости Ес и длины Іс стержней из (2.2) и (2.4) даст следующий 
результат:

Aw = 0, y = l, z / ( 1  — ѵ)/2 (2 — ѵ) =  р, (2.9);

=  ч , = е е - 4 ^ ,  (2.10)

где Gc —модуль сдвига материала стержня с учетом принятой моде­
ли (2)

®  =  ä f f V  =  ° ’75 Ѵ Ё І Щ ,  (2.11)

Е  — модуль упругости материала зубчатого колеса; Ах — единич­
ная толщина пластинки.

Задача формулируется следующим образом: необходимо най­
ти гармоническую функцию w (£, р), которая бы удовлетворяла 
граничным условиям:

w =  0 при р =  0, (2.12)
dw/d\ =  0 при g =  0 и I = а, (2.13)

где а — длина пластинки,

д и )

~йЦ
1 1 /~ (1 — у) Р (О
Gc У 2  (2  —  V) Ах • Д £

при р =  Іс (g). (2.14)

Условие (12) соответствует отсутствию перемещений w на гра­
нице пластинки с жестким основанием; условие (2.13) — отсут­
ствию напряжений сдвига на свободных торцах пластинки, а 
(2.14) — равенству напряжений на нагруженной границе плас­
тинки внешней нагрузке (отнесенное к единице площади), распре­
деленной по контактной линии.

Будем искать перемещение w (£, р) в виде гармонической 
функции

»(£. Л) =  Л л  +  Si4„sh • ^ - р  cos-^-1 , (2.15)

которая удовлетворяет граничным условиям (2.12) и (2.13). Под­
ставив выражение (2.15) в (2.14) и разлагая нагрузку Р (|) в ряд 
Фурье, получим, что коэффициенты A t, входящие в (15), следую­



щим образом выражаются через контактную нагрузку
а

А° =  + 5 7 ^ ( 1  ~ ѵ)/2 (2 — ѵ) $ p W * . (2.16)
О

^  =  ---- J p W cos (2.17)
----- • ch • -------Іс оа а с "

Так как при решении задачи необходимо знать перемещения 
точек контактной линии, т. е. границы пластинки, то в формулах 
(2.15) — (2.17) можно положить р =  Іс, тогда

w (І, h) =  *ѵ R  Р (0 dt +  22 - ^ 2 -  (5 р (О
яп , 7 Д япcos ---- £ancos —а а

где
Ѳп =  1 ,9 6 .^ Д ] /£ 0 ® ,

Ч-
(2.18)

(2.19)

- g ^  =  l,9 6 m f£ /ô (g ), (2.20)

=  2 (1 +  V) Y--ÏJ— v)/2 (2 — v) 

при v =  0,3; =  1,18.
Ширина площадки контакта зубьев значительно меньше дли­

ны контактной линии. Поэтому в соответствии с теоремой о сред­
нем при нахождении определенных интегралов, входящих в (2.18), 
будем считать нагрузку равномерно распределенной на небольшом 
участке ширины 2у, измеренной вдоль оси Нагрузка отлична от 
нуля только на полоске шириной 2у, поэтому, принимая середину 
полоски находящейся в точке с координатой «с», из (2.19) получим

iü(S) =  1,18 Р |Ч +  22 thO„
COS

nn
SÎTl — Tяп а ' яп----  ---------- сое

а яп ?-«]■
(2.21)

Определив это выражение на участке [с — у, с +  у] из (2.21), 
получим

w(l,  C) =  l ,1 8 M L p (£ |C)
Я П  \  2'

. оѵ th 0n 2 л,г I Ŝ n a ^1 + 2 2  Q ■■ cos2---- c ,1 О« a \ я п

a

(2.22)



Так как ряд, входящий в (2.22), сходится со скоростью 1 /п3,. 
то можно ограничиться только первым членом ряда, положив в 
(2.22) п = 1. Учитывая малость величины у в (2.22), можно поло­
жить

sin Яге

Тогда

/ Лге 
/  ~о” г ~ 1 .

С )  = 1 , 1 8 с) th Ѳі « ,—к---COS“5 л —Ѳі \ а (2.23)
где

^  Ѵ ё ^ Ш .

Из формулы (2.23) можно найти переменную величину коэф­
фициента постели упругого основания, моделирующего деформи­
рование зуба зубчатого колеса, выраженную через податливость 
прямозубого зацепления при приложении нагрузки в соответству­
ющей точке высоты зуба

К{1) = W (р, с) 1.186(g)
а 1 +  2 th Ѳі 

Ѳі cos2 л с
а (2.24)

Построенная здесь модель упругого основания была примене­
на в работе [6] для решения ряда задач по расчету балок на упру­
гом основании. Сопоставление результатов приближенного рас­
чета с использованием модели упругого основания с классиче­
скими решениями показало хорошее совпадение их. Поскольку ис­
пользование модели упругого основания позволяет получать реше­
ние в аналитическом виде, то ее целесообразно применять при 
решении различных инженерных задач.

§ 3. Деформация косого зуба

Определим, в первую очередь, деформацию косых зубьев в слу­
чае начального плотного касания зубьев по всей длине контактной 
линии, т. е. в случае отсутствия технологических перекосов и уп­
ругих деформаций элементов зубчатой передачи, приводящих 
к размыканию контакта зубьев. Формулы (3.1) и (3.2) позволяют 
определить сближение зубьев А и распределение нагрузки р (1} 
по длине контактной линии

Л =: Р I S ZKi (I) - (З-1)
/ U

L

p V) = P a K t < i ) \ - ^ .  (3.2»
О



Построенная в предыдущем параграфе модель упругого осно­
вания позволяет определять переменный по длине контактной ли­
нии коэффициент постели, входящий в эти формулы,

К(1) = 1,18-^р-1^1 +  2 -cos2 я (3.3)

где I — координата рассматриваемой точки контактной линии, из­
меренная вдоль ее длины; а — длина контактной линии; Іс — 
эффективная длина стержня, имеющего податливость ô (I); Ѳ4 — 
параметрический угол, зависящий от податливости зуба в рас­
сматриваемой точке и относительной (в долях модуля) длины кон­
тактной линии

Переходя к системе координат хоу, расположенной на боковой 
поверхности зуба, из (3.3) получим величины коэффициента по­
стели для точки контактной линии с координатами х, у , соответ­
ственно, для первого и второго зуба

Кг (I) =  1Д8

Кг (I) =  1,18

б і  (Хі)
а

Ô2 (Хі)
а

где
Ка = 2

1 +  Къ cos2 л 1 Уі 

1 +  Къ cos2 я 

th Ѳі

a cos X 

У2
a cos X

Ѳі

(3.5).

(3.6)

(3.7)

X — угол наклона контактной линии по отношению к образующей 
зуба

tg X =  sinan tg^0, (3.8)

ß0 — угол наклона зубьев по основному цилиндру, a cos X — 
проекция контактной линии на образующую зуба.

Координаты рассматриваемой точки контактной линии на пер­
вом и втором зубе связаны следующей зависимостью:

x2 = h — x1, Уъ = Ъ — у г, (3.9),

где h — эффективная высота зуба, h æ  2т, b — длина зуба. 
Поэтому формулы (3.2) примут вид

Кг (Г) =  1,18 Ô1 (хі) 
а

1 +  К в cos2 я __ У_
а cos

(ЗЛО).

К 2 (I) =  1,18 - ^ ëL |Ч +  К9 cos2 я у
а cos X

и суммарный коэффициент постели, входящий в формулы (3.1) и



а  cos X

У (3.11)

где ô2 (х) =  ô4 (X) +  ô2 {h — х) — податливость пары зубьев в 
точке контактной линии с координатой х, у.

В зависимости от фазы зацепления зубьев контактная линия 
может располагаться в трех зонах поверхности зуба (рис. 19). 
В зонах 1 и <?, соответствующих входу и выходу контактной линии 
с поверхности зуба, длина контактной линии зависит от фазы за­
цепления зубьев и изменяется при движении по поверхности зу­
ба. В зоне 2 длина контактной линии не зависит от фазы зацепле­
ния зубьев.

В зависимости от геометрических параметров зубьев (модуль, 
длина зуба, угол наклона зубьев) во второй зоне контактная ли­
ния может располагаться по всей длине или по всей высоте зуба. 
На зубе ведущего колеса контактная линия вступает на поверх­
ность зуба в зону 1, т. е. на ножку зуба, на зубе ведомого колеса 
контактная линия вступает на поверхность зуба в зону 3, т. е. на 
голову зуба. Таким образом, при контакте двух зубьев линия зоны 
1 одного колеса совпадает с соответствующей линией зоны 3 дру­
гого колеса.

Р и с .  19. Положение контактной линии на поверхности зуба

Координаты точки линии контакта связаны следующей зависи­
мостью

где х0 — координата точки пересечения контактной линией торца 
зуба, зависящая от геометрических параметров зуба и фазы за­
цепления зубчатых колес.

У =  (х0 — x)/tg К, (3.12)

Отсюда имеем dl =  dy!cos %. 
Подставляя (3.11) в (1.20), получим

(3.13)

для зоны 1



Р = аКг
1 ,1 8  cos X

о Ôs  (ж)

d y

1 -+- К , ,  cos2 ( —1 0  \ а  cos X

ДЛЯ зоны 3

P а  Дз
1 ,1 8  cos X

b tgk f^Xd  sg: h,

d y

X o - h  Ô s  (ж )  1  +  А "ѳ COS2

tg X L*•
h ^ x 0^ h  -\- btgX.

У
a  cos X

(3.15),

(3.16).

Исходя из симметрии подынтегральной функции относительно 
средней точки поверхности зуба (h!2, а!2), получаем, что

Х0
tg х '

(ж)

d y

1 -)- Ä"e cos2 a cos X )] Ôv (ж)Хр
tg X

dy
1 +  К ѳ cos2

У
а  c o s  X

(3.17)
Формула (17) справедлива в предположении, что суммарная 

податливость пары контактирующих зубьев ô (х) симметрична от­
носительно полюса зацепления. Поскольку в гл. 1 показано, что 
податливость прямых зубьев слабо зависит от числа зубьев зубча­
тых колес, то принятое допущение вполне оправдано при числах 
зубьев зубчатых колес, z )> 50.

Формулы (3.14) — (3.16) справедливы только для коротких 
зубьев, у которых контактная линия во второй зоне располагает­
ся не по всей высоте зуба, а по всей длине его (см. рис. 19). Для 
длинных зубьев пределы интегрирования и пределы изменения 
координаты по зонам изменяются. Формулы (3.14) — (3.16) для 
длинных зубьев запишутся в виде:

для зоны 1
X o/tg  X

Р d t o T x $ F ^ dy’ (3.18)
о

для зоны 2
x 0/tg  X

Р = М Ё Г Г  $ F Wdy, h < x ^ b l e K  (3.19):
х0— h  

tg X
для зоны 3

Р = м Й Ь г  S Р (У)ЛУ’ b t g k < x 0^ h  +  b tg K  (3.20)
Хо— h

tg X



Р(У) =
__________ 1_______ _
ôE (X) [1 +  A'0 cos2 (y/а cos X.)]

Условием выхода контактной линии на всю высоту зуба яв­
ляется равенство b =  /j/tg X, следовательно, при b К/tg X зубья
длинные, а при b h/tg X — короткие.

Жесткость пары косых зубьев при однопарном зацеплении оп­
ределится из (14) — (17) в виде: 
для зоны 2

Cß
р

ІдГ 1,18 cos X
С т, (х) аУ

1,18 +  Ко. cos2 У
а cos X

(3.21)

.для зоны 1 ж 3 

р
Х 0

IgT

Ь&і 1,18 cos X S
(x) dy

(3.22)

где Ce (x) — суммарная жесткость прямозубого зубчатого зацеп­
ления в точке с координатой х, определяемая из формулы (12), 
b — длина косого зуба. ^

Таким образом, для решения задачи о деформации косых зубьев 
(необходимо располагать зависимостью Ст. (я) изменения жестко­
сти прямых зубьев по фазе зацепления (т. е. координаты точки 
контакта по высоте зубьев).

Аналитическая форма записи зависимости жесткости пары пря­
мых зубьев от фазы зацепления может быть выбрана произволь­
но, поскольку возрастание к полюсу зацепления может быть опи­
сано различными законами. Например, можно принять параболи­
ческий закон изменения жесткости по фазе зацепления. Однако в 
формулы (3.21) и (3.22) входит тригонометрическая функция от 
относительной координаты точки, поэтому примем зависимость 
жесткости прямых зубьев от фазы зацепления в тригонометрическом 
виде

Сп = С0[ 1 + ~ р ~ —  -8Іпя-%-' . (3.23)

Принимая С0 =  1,153-ІО5 кПсм1 и С2, =  1,915■ ІО5 кГ/см2, получим

Сп =  1,153 • ІО8 1 -f 0,66 ■ sin л - -̂ , (3.24)

где h — активная часть высоты зуба (отсчитывается от начальной 
точки контакта), х — расстояние рассматриваемой точки профиля 
зуба от начальной точки контакта зубьев.



На рис. 17 нанесены расчетные значения жесткости пары пря­
мых зубьев и показана зависимость С п = /  (xlh), построенная по 
формуле (3.24). Как видно из приведенных данных, функция 
(3.24) достаточно хорошо аппроксимирует расчетные значения 
жесткости С п =  /  {xlh).

Подстановка значения С „из (3.23) в (3.21) и (3.22) дает зависи­
мости для определения жесткости пары косых зубьев 
для зоны 2

Cß=* 

для зон 1 и 3

Cß = -

[l + K cs\nn[ß^
b 1,18 cos h J Г, , ^ , / ' ? / • dy, (3.25)?

Со

■•Vo 
tg * 1 +  K0 sin я (

1,18 cos к
(  ̂ +  *9 ^ * { v à k ) .

dy, (3.26)

где K c = (Cn — C0)IC0 ^  0,66.
Входящая в формулы (3.25) и (3.26) абсцисса точки контактной 

линии X связана с ординатой у зависимостью (3.12)
х = х0 — ytg%. , (3.27)

Интегралы, входящие в выражения (3.25) и (3.26), не могут 
быть выражены в элементарных функциях. Поэтому для их при­
ближенного определения воспользуемся обобщенной теоремой о 
среднем, согласно которой, при некоторых условиях, которым удо­
влетворяют рассматриваемые функции, справедливо равенство
<і cos X

С 1 +  -gç Sin [(а?о — у tg M/fe] , _
\ І 1Y Плп2 ̂  аУ1 -f- cos2 я (у I а cos Я) (3.28>

a  cos X

=  [1 +  Кс sin л  [(*„ — у* tg Л,)/А] ] Ц d у
о 1 + * вС08*я

где
О ^  у* ^  а cos À для зоны 1 и 3 

и
0 ^  ^  5 для зоны 2.

Интеграл

Y ________dy_
1 +  Kf. cos’3 л У

a cos Я

arctg/ 1 +К, ■ tg л a cos Я
У (1 +  к,



Независимо от расположения контактной линии на боковой 
поверхности зуба, подынтегральная функция интеграла Y  сим­
метрична относительно средней точки контактной линии. Поэтому 
для всех зон поверхности коротких и длинных зубьев

Y — па cos X/ У К$ (1 +  А'ѳ). (3.30)

Эта зависимость справедлива, если принять, что K ÿ не зависит 
от положения точки контакта на поверхности зуба. Поскольку 
К% слабо зависит от Ѳ, то это допущение не приводит к значитель­
ной погрешности в определении интеграла Y .

Таким образом,

Сп
1,18

а 1 +  /£"с sia JT J я

т у к 9( і + ^ Г ~
(3.31)

Координата точки х*, для которой справедливо равенство (28), 
неизвестна, однако известно, что функция Сп (3.16) претерпевает 
наибольшее изменение в случае длинных зубьев в зоне 2, когда 
контактная линия распространяется по всей высоте зуба. В дру­
гих зонах эта функция изменяется по длине контактной линии 
в меньшей степени. Поэтому примем, что равенство (3.28) справед­
ливо, когда в него входит средняя величина функции С п (3.24) 
по длине контактной линии. С учетом этого жесткость пары косых 
зубьев при однопарном зацеплении в произвольной фазе зацепле­
ния может быть определена по формуле

Со гг

Т Ж  ’ у к 9 (1 + А 'Ѳ)
(3.32)

где коэффициент Кх зависит от положения контактной линии на 
поверхности зуба.

Для зон 1 и 3 как коротких (b <A/tg X), так и длинных (b hltg К)
зубьев
is  _ i t  I  ̂ h

х 6 sin Я, \  ' я х0
1 — cos я Хо_

h
^ ^ o ^ ö ’tgX (3.33)

для зоны 2 коротких зубьев, когда контактная линия распростра­
няется по всей длине зубьев,♦

Кх cos X
Kç
я b tg X cos я Xo - - b tg X \ /хя'

i r ~  - C 0 S J t  U
b tg X ^  Xq ^ (3.34)

для зоны 2 длинных зубьев, когда контактная линия распростра­
няется по всей высоте зубьев



Как следует из формулы (3.33) в момент входа и выхода контакт­
ной линии с поверхности зуба жесткость пары зубьев обращается 
в нуль. Поскольку в этот момент и нагрузка на зубьях равна нулю,, 
то перемещения в этих точках будут конечными. Формальное об­
ращение в нуль жесткости зубьев в этих точках объясняется тем,, 
что контактная линия в них обращается в точку. Поскольку приве­
денный вывод предполагает конечные размеры длины контактной 
линии, то предельный переход в (3.33) при х0 =  0 недопустим.

Формулы (3.32) — (3.35) позволяют определять зависимость 
жесткости косых зубьев от фазы зацепления как при однопарном, 
так и при многопарном зацеплении зубьев. Из формул (3.33) и 
(3.34) видно, что жесткость пары коротких зубьев плавно увеличи­
вается, достигая максимального значения в средней точке зоны 2 
поверхности зуба при х0 =  1/2 (h — b tg Я); жесткость пары длин­
ных зубьев плавно увеличивается в зоне І, достигая максимально­
го значения при вступлении контактной линии в зону 2 поверхно­
сти зуба х0 = Ѵ2 (b tg X — k), при этом при перемещении кон­
тактной линии в зоне 2 жесткость пары зубьев остается постоян­
ной.

Полученная зависимость для жесткости пары косых зубьев поз­
воляет найти из (1.21) распределение нагрузки по длине контактной 
линии в виде

Первый сомножитель определяет среднюю величину нагрузки 
на контактной линии, второй сомножитель характеризует положе­
ние контактной линии на поверхности зуба, а третий сомножитель 
определяет положение рассматриваемой точки на контактной ли­
нии.

В приведенном расчете учитывалось влияние только деформа­
ции зубьев на жесткость зацепления и распределение нагрузки по 
длине контактной линии. Между тем на условия контактирования 
зубьев влияют также деформации изгиба и кручения ободьев зуб­
чатых колес, деформации валов и опор передачи, погрешности из­
готовления и монтажа зубчатых колес. Для учета указанных фак­
торов примем одно допущение, которое значительно упростит ана­
лиз, не приводя к значительным погрешностям в результатах рас­
чета.

Будем считать, что на упругие деформации ободьев зубчатых 
колес, валов и опор передачи влияют только средние нагрузки в 
зубчатом зацеплении РІЬ, распределение же их по длине контакт­
ной линии влияет только на деформацию зубьев. По существу 
это допущение соответствует принятию принципа Сен-Венана при 
определении деформации указанных элементов зубчатой передачи. 
В данном случае принятие принципа Сен-Венана к зубчатой пере­

Р{х,- У)
Р_
Т

Y  К„ (1 +  К,)
пК х

. (3.36),



даче позволяет учитывать указанные факторы только при состав­
лении кинематических уравнений контакта зубьев, что значительно 
упрощает решение задачи.

Перемещение точки контакта, обусловленное указанными фак­
торами, выразится в виде

w (I) =  w3 (I) +  wa (Z) +  wK (Z), (3.37)

где w3 (Z) — перемещение точки, обусловленное деформацией зуба, 
w3 (Z) =  К  (Z) P (Z), wa (Z) — перемещение точки, обусловленное 
изгибной деформацией валов зубчатой передачи, wa (I) = КЖР ІЬ, 
гок (Г) — перемещение точки, обусловленное крутильной деформа­
цией обода зубчатого колеса, wK (Г) — К кР/Ь.

Технологический перекос осей зубчатых колес, так же как и 
упругий перекос осей, обусловленный различной податливостью 
опор зубчатых колес, учтем при составлении кинематических урав­
нений контакта зубьев

(Z) H- (Z) ~  Д 4" ïZ, (3.38)

где у =  ут +  уу _  суммарный угол перекоса образующих зубь­
ев, ут — определяется погрешностями монтажа зубчатых колес. 
Уу =  К г -Р/Ь — определяется податливостью опор зубчатых колес,

Изгибная деформация валов зубчатых колес приближенно мо­
жет быть аппроксимирована параболой

wa (Z) ^  (ажР -1 Ья1) ■ у  , (3.39)

деформация кручения (так же как и изгиба) ободьев зубчатых колес 
приближенно может быть аппроксимирована линейной зависимо­
стью

wK{ l ) æ Clil- Ç  . (3.40)

Коэффициенты a, b и с могут быть определены для данной пере­
дачи методами сопротивления материалов. Тогда уравнение (3.38) 
примет вид

P (I) (I) +  Кг (Z)] =  А +  (Т — В) I -  АР, (3.41)
где

P РВ — (Ьщ +  и̂2 +  Сц, +  efcl) ь , А =  (яи, +  аЖг) • у  .

Из (3.2) определяется распределение нагрузки по длине кон­
тактной линии

Л
2 Кі (0

I (Т-В )1  
^  2 ^ (0
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ZKi (/) •
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0

Ml 
ZKi (l) (3.43)

где L  — неизвестная в общем случае длина контактной линии.
Поскольку рассматривается случай, когда длина контактной 

линии не равна расчетной величине а, то определим L  из условия 
равенства нулю нагрузки р (L) в этой точке. Тогда из (3.42) имеем

А (у — В) L — AL2 == 0. (3.44)

Подстановка выражения для сближения зубьев из (3.44) в (3.43) 
позволяет получить зависимость для определения длины контакт­
ной линии L

p  = A S~iж Ж Л1 +  {’‘ - В}

L
(I —  L )  d l  

ZKi (l) (3.45)

Определив отсюда L и подставив в (3.44), найдем сближение 
и жесткость пары зубьев. Подставив найденное таким образом 
сближение зубьев из (3.44) в (3.42), можно найти распределение 
нагрузки по длине контактной линии. Таким образом, может быть 
решена контактная задача зубчатого зацепления с учетом дефор­
мации и погрешностей изготовления и монтажа элементов зубча­
той передачи.

Рассмотрим два частных примера, иллюстрирующих предложен­
ный метод расчета зубчатого зацепления [9]. Во-первых, будем 
считать, что деформации элементов зубчатой передачи отсутству­
ют, однако учтем перекцс между образующими зубьев у. В этом 
случае длина контактной линии неизвестна, поэтому, полагая в 
формуле (3.43) А =  В = 0, а также принимая, что влияние угла 
перекоса осей на сближение зубьев незначительно, получим зави­
симость для сближения зубьев

А =  —  --- . (3.46)
(  d l

} 2Кі (l) 
о

С учетом (46) условие (44) примет вид

ТГ-^—  +  =  0, (3.47)
Ç d l

3 SATj (/)
о

откуда может быть найдена длина контактной линии L. Распре­
деление нагрузки по длине контактной линии определится из
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Таким образом решается контактная задача зубчатого зацепле­
ния при наличии перекоса осей зубчатых колес.

Во-вторых, будем считать, что перекос осей отсутствует, одна­
ко учтем деформацию ободьев и опор зубчатых колес. В этом слу­
чае длина контактной линии известна и равна а, поэтому, полагая 
в формуле (43) у =  0 и интегрируя, найдем выражение для сбли­
жения зубьев

А = Р ldi
Ж 7 0

1141 1 ,---------
di

о

(3.49)

Подставляя сближение зубьев из (49) в (42), найдем распреде­
ление нагрузки по длине контактной линии, т. е. решим кон­
тактную задачу зубчатого зацепления с учетом упругой деформа­
ции элементов зубчатой передачи.

§ 4. Экспериментальные исследования
деформации косых зубьев

Сложность задачи теоретического определения деформации косых 
зубьев привела к развитию экспериментальных методов решения 
этой задачи. Экспериментальные исследования деформации косых 
зубьев могут быть разделены на три группы, в каждой из которых 
исследованию подвергались объекты различной сложности.

К первой группе исследований отнесѣм работы, в которых де­
формация косых зубьев определялась на моделях зубьев зубчатых 
колес. В одной из первых работ этой группы [88] изучалась дефор­
мация модели зуба-рейки, относительные размеры которой соот­
ветствовали относительным размерам зубьев зубчатых колес. 
При испытаниях в шести точках предполагаемой контактной линии 
последовательно прикладывались сосредоточенные нагрузки и 
при этом измерялись упругие перемещения в каждой из шести 
точек. Полученные коэффициенты влияния использовались для 
определения сближения зубьев при равномерном распределении 
нагрузки по длине контактной линии. Поскольку наклон контакт­
ной линии на поверхности зуба однозначно определяется углом 
наклона зубьев на основной окружности (3.8), то последний ими­
тировался изменением наклона контактной линии по отношению к 
образующей зуба. Таким образом, было оценено влияние зубьев 
на жесткость зубьев косозубых зубчатых колес.

Дальнейшее развитие этот метод нашел в работах [106, 34, 91, 
104]. Исследования в основном выполнялись на тонких плас-



тинках, моделирующих зуб зубчатого колеса. Эта группа работ 
позволила получить данные о деформации собственно зубьев зуб­
чатых колес при произвольном распределении нагрузки по длине 
контактной линии. Однако таким методом не удается оценить 
влияние конструкции обода зубчатого колеса на деформацию зуб­
чатого зацепления.

Ко второй группе исследований отнесем работы, в которых 
определялась деформация пары зубчатых колес с использованием 
статического и резонансного методов исследования.

При статическом методе определялись упругие перемещения 
зубчатых колес и по ним судили о деформации зубьев [80]. Слож­
ность задачи в данном случае заключалась в том, что косозубое 
колесо при пространственном характере приложения сил в зацеп­
лении зубьев получает некоторое смещение, ориентированное 
некоторым образом относительно неподвижной системы отсчета, 
связанной с осями зубчатых колес. Это привело к тому, что рас­
положенные в торцевой плоскости индикаторы перемещений реги­
стрировали лишь проекцию указанного перемещения зубчатых 
колес на торцевую плоскость, что искажало результаты определе­
ния деформации косых зубьев.

При резонансном методе вибратором направленного действия 
под нагрузкой возбуждались колебания и по резонансной частоте 
колебаний зубчатых колес на жесткости зубчатого зацепления оп­
ределялась искомая деформация зубьев [75]. Таким путем оцене­
но влияние угла наклона зубьев на жесткость косозубого зубча­
того зацепления.

К третьей группе исследований относятся работы, в которых 
определялась деформация зубьев на реальной зубчатой передачи 
в процессе ее работы. Оригинальный метод исследования деформа­
ции прямых и косых зубьев был применен в работе [105]. Испы­
тывались фланкированные зубчатые колеса с различной глубиной 
фланка. Рабочие поверхности зубьев перед испытаниями покры­
вали тонким слоем смазки, которая стиралась во время работы 
передачи по мере увеличения нагрузки. На фланкированных уча­
стках боковой поверхности зубьев краска оставалась, причем ши­
рина оставшейся полоски краски определялась упругой деформа­
цией зубьев. Нагрузка увеличивалась до тех пор, пока не исчеза­
ла полоска краски на всем фланкированном участке поверхности 
зуба.

Резонансный метод был применен при исследовании судового 
редуктора ГТЗА [26]. На основании сопоставления результатов 
расчета собственных частот и форм колебаний с данными экспе­
римента определялось уточненное значение жесткости зубчатого 
зацепления. По-видимому, оценка деформации зубьев по резуль­
татам исследования сложного зубчатого механизма может быть сде­
лана лишь ориентировочно, поскольку большое число вспомога­
тельных факторов может снизить точность определения деформации 
зубьев. Результаты исследования деформации зубчатых зацепле­



ний в значительной степени зависят от конструкции всего меха­
низма, поэтому для устранения большого числа дополнительных 
факторов представляется целесообразным проводить испытания на 
зубчатых парах.

Применительно к косозубому зацеплению статический метод 
вызывает возражения, поскольку в связи с пространственным ха­
рактером действующих на зубчатые колеса сил в зацеплении, в 
общем случае следует определять все шесть компонент упругих 
перемещений зубчатых колес, обусловленных деформативностью 
зубчатого зацепления.

Резонансный метод вызывает возражения, так как вследствие 
пространственного характера действующих на зубчатые колеса 
сил в зацеплении и отсутствия геометрической симметрии зубчатых 
колес в общем случае будет иметь место статическая и динамиче­
ская взаимосвязанность обобщенных перемещений зубчатых ко­
лес. Это обстоятельство вызывает необходимость отработки систе­
мы координирования жесткого тела в пространстве с помощью 
пьезодатчиков.

Выбор метода исследования деформативности зубчатых зацеп­
лений определяется ожидаемой величиной упругой деформации 
зубьев. Если упругая деформация зубьев невелика, то следует от­
дать предпочтение резонансному методу, поскольку точность ста­
тического метода будет в этом случае значительно ниже. Напротив* 
если упругая деформация зубьев ожидается значительной, то сле­
дует предпочесть статический метод исследования, поскольку 
технически он значительно проще резонансного метода.

Рассмотрим особенности определения деформации косозубого 
зубчатого зацепления статическим и резонансным методами.

Статический метод основан на том, что упругое смещение веду­
щего колеса может быть определено как пространственное дви­
жение А, состоящее из двух компонент: перемещения, совершаемо­
го за счет деформации зацепления А1; и совместного перемещения 
зубчатых колес пары на упругом основании корпуса испытатель­
ного стенда Д2. Таким образом, деформация зубчатого зацепления 
Ах может быть определена как относительное смещение колес, 
т. е. как разность двух абсолютных смещений первого и второго 
колеса

Аі =  А — Дя. (4.1)

В общем случае произвольного упругого смещения зубчатого 
колеса оно определится всеми шестью компонентами упругих пере­
мещений в пространстве — три поступательных перемещения по 
осям выбранной системы координат и три поворота относительно 
этих осей координат.

Задача сводится к определению упругих смещений тела в про­
странстве по показаниям индикаторов, регистрирующих смещение 
твердого тела относительно неподвижной системы координат. Вве­
дем неподвижную систему координат xyz. Упругие перемещения



Р и с .  20. Схема расположения индикаторов для измерения упругих переме­
щений зубчатого колеса

тела по направлению осей координат обозначим соответственно 
через и, V и w, а упругие повороты относительно этих же осей, со­
ответственно, — фж, фу, фг. Для решения поставленной задачи не­
обходимо выразить показания каждого индикатора через искомые 
упругие перемещения твердого тела в виде

Ді — аи и +  а2;Ѵ +  a3iw -f- аисрх -f- а5іфу +  ЯвіФz* (^.2)

где Лі — показания s-ro индикатора, акі — коэффициенты про­
порциональности между показанием г-го индикатора и к-й ком­
понентой упругого перемещения твердого тела.

Форма записи в виде (2) допустима только в том случае, когда 
упругие перемещения тела малы, т. е. задача решается в линейной 
постановке.

Число индикаторов, потребное для координации тела в прост­
ранстве, зависит от числа независимых упругих перемещений те­
ла. Так, для шести компонент упругих перемещений тела требует­
ся шесть индикаторов. Индикаторы необходимо ориентировать 
таким образом, чтобы они реагировали на минимальное число ком­
понент упругого перемещения тела в пространстве. Получаемая 
в этом случае система шести линейных алгебраических уравнений 
с шестью неизвестными распадается на независимые уравнения с 
меньшим числом неизвестных, что упрощает нахождение компонент 
перемещения твердого тела по зарегистрированным показаниям
3 Э. Л. Айрапетов, М. Д. Генкин 65



индикаторов. В случае неудачного расположения индикаторов 
решение систем уравнений (4) можно получить, используя ЭВМ.

Составим уравнения (4.2) для системы индикаторов, показанной 
на рис. 20. Индикатор 1 регистрирует поступательное смещение 
и и упругий поворот срѵ. На смещение w этот индикатор не реаги­
рует, остальные же компоненты упругого смещения тела изменяют 
показания этого индикатора в соответствии с зависимостью

AÎ =  R ( 1 — cos arcsin ä  R  / 1 — cos

Поскольку упругие перемещения значительно меньше R, то 
первое уравнение (4.2) примет вид

Ді =  и +  -йіФи, (4-3)
где -Rj — аппликата индикатора 1.

Рассматривая аналогично влияние упругих перемещений тела 
на показания индикаторов, получим следующую систему

Д =  Au, (4.4)
где Д — матрица-столбец показаний индикаторов, и — матрица- 
столбец упругих перемещений тела, А  — матрица коэффициентов 
связи между упругими перемещениями тела и показаниями инди­
катора

Ai и 1 0 0 0 Z1 0
Aï V 1 0 0 0 Z2 0
Д3 W 0 1 0 z3 0 0
Д4 и =

ф*
А = 0 1 0 z4 0 0

а5 фу 0 0 1 0 0 0
Aß Фг 0 1 0 z6 0 x 6

Из (4.5) видно, что система уравнений (4.4) распадается на не­
зависимые уравнения. Так, из пятого уравнения (4.5) непосред­
ственно находим

w =  Д5. (4.6)
В первое и второе уравнения (4.5) неизвестными входят только 

и и фу, поэтому, решая их, найдем
и =  (Д]22 — A 2z 1) / ( z 2 — z4), (4.7)

Фу =  (А3 — Al)/(z2 — Zl)- (4.8)
Из третьего и четвертого уравнений (4.5) аналогично найдем

V =  (Д3г4 — A 4z3)/(z4 — z3), (4.9)

Ф* =  (Лз -  A*)/(z4 — zs). (4.10)



Из шестого уравнения (4.5) найдем

фг =  ^ ( ѵ Фх2в),

что с учетом (4.9) и (4.10) даст
34 “Ъ Зб д 33 -р 36
34 — Z3 1 1 3( — гз (4.11)

Уравнения (4.6) — (4.11) позволяют определить искомые ком­
поненты упругого перемещения твердого тела по измеренным пе­
ремещениям шестью индикаторами. Аналогичные выражения мо­
гут быть получены для упругих перемещений второго зубчатого 
колеса, если на него установить подобным образом также шесть 
индикаторов. В общем случае произвольного закрепления испы­
туемых зубчатых колес к корпусу стенда их упругие перемещения 
будут зависеть не только от жесткости зубчатого зацепления, но 
и от жесткости сопряженных деталей (опор корпуса и др.). По­
этому решение вопроса о причинах упругих перемещений зубчатых 
колес возможно только на основе рассмотрения схемы нагружения 
и деформирования всего стенда.

С учетом полученных зависимостей выражения для компонент 
упругих перемещений, обусловленных жесткостью зубчатого за­
цепления, могут быть записаны в виде

А и +  щ — щ, Дф* =  фЛі — ф*2,
А ѵ = ѵ 1~  ѵ%, à(pv =  фѵ1 — фу2, (4.12)
Aw =  wx — w2, Дф* =  ф2і — фг2.

Упругое смещение первого колеса под действием нормальной 
внешней силы Р в соответствии с [71] может быть записано в мат­
ричной форме

{Pi) =  (Cn ) ( g i ) - ( C 21)(g2), (4.13)
где Р і — матрица-столбец обобщенных сил; С11 — матрица жест­
кости, включающая все упругие связи, относящиеся к первому 
телу; С21 — матрица жесткости, включающая жесткости упругих 
связей между первым и вторым телами; gt — обобщенные коорди­
наты смещений і-го тела.

Для одинаковых зубчатых колес жесткостная матрица (С11) мо­
жет быть выражена через жесткостную матрицу (С21) в виде [71]

(б-п) — (Си) +  (С2і),
тогда

(Рі) =  (Сп) (gi) +  (Сп) (gi -  g,)- (4.14)

Матрица (Сц) характеризует упругие связи между первым зуб­
чатым колесом и стойкой стенда, а матрица (С21) —характеризует 
упругие связи между зубчатыми колесами, т. е. жесткость зубча­



того зацепления. При этом упругая связь между зубьями имити­
руется тремя линейными и тремя поворотными связями.

Элементы матрицы (Си) должны определяться предварительно 
нагружением первого зубчатого колеса системой обобщенных 
сил (Р і) непосредственно на стенде. Таким образом, задача сво­
дится к определению элементов матрицы жесткости зубчатого за­
цепления (С21) по замеренным смещениям (gt) и (gt — g2) и пред­
варительно построенной матрице (Сп).

Матрица (С2І) имеет следующий вид:
п п п п п п

2 Ci*î 2 2 ̂чаіТі 2 сл h 2 2 Citify
n n n n n n

2<«i2 CSi 2̂ ißiTi 2 Wi 2 С & т ^ С & щ
n n n n n n

2 2 CißiTi 2 c'iTf 2 с,т.іі2<Ѵг«"ч24ті»і (4-15)
n n n n n n

2 с м  h 2 C3ih 2 Ciïi h 2 c a  2 Сг1̂  2 с& щ
71 n n n n n

2 с̂ т* 21 сЗ ігпі 2СіТі̂ і 2^i^i 2 Cimi 2 с ^ щ
n n n n n n

2 CiOqraj 2 c $ іЩ 2 С ^ щ  2 С ^щ  2 Схт%щ 2 c.rif

Здесь n — число упругих связей, имитирующих жесткость зуб­
чатого зацепления, а і пг — направляющие косинусы и единич­
ные моменты і-ой упругой связи.

Формулу (4.14) можно записать в виде

(Рі) = (Сц) {Si — SÎ)>
гДе (4.16)

(^î) =  (Pi) — (Си) (Si),
поскольку (С" ) считается известной из предварительного экс­
перимента. Тогда, раскрывая суммы, входящие в (4.15), и груп­
пируя члены с одинаковым номером і, получим

Р'х х & К г  1X2C2 K 2 -f- . . * “h &nCnKn

Ру ßiС\КХ -f- \J2P 2K 2 +  .. • +  KCnKn
P'z ТіСтДі +  7гС^Кг +  • • • InCnKn

м'х kC,Kx -f- I2C2K 2 -j- .. +  lnCnKn
М ’у m1C1Kl /П2С2К 2 -f-. •. -j- mnCnKn
м'г -T П2С2К-2 -f- . • “Ь ппСпКп



где
K i =  atAu +  ßtA y  +  Чі-Aw +  / г Д ф ж +  тѵ  Д ф ѵ +  пѵ Д ф г,

или, переходя к матричной форме записи,

Но

Р'х осА̂з. ••«n ~ c 1K ~

Ру ЭіЭгЭз- •ßn C2K2

Р'г TiTsTs- •• Tn c 3k 3
м'х

X Уг̂з- •.ln
X CiKi

Му m-jn2m3. . rnn с ьк ь
м \ ПіЩЩ. .■ nn с вк в

СгК, с ! Кх Сг
с 2к 2 С2 0 К 2 с % 0
с 3к 3 = Сз • К3 = Сз

СпКп 0 с п К п 0 с п

« iß iT ^ i Au
а2$2ч212т2п2 Av
с,З̂ ЗІЗІЗтЗП3 . Aw

Дф*

&п ßnT п 1 rffirifin
Дфу 

_  Д ф *_

(4.18)

(4.19)

Сравнивая (4.14) с (4.18) и (4.19), видим, что матрица (С2І) может 
быть представлена как произведение матриц

(CSi) =  («)(C)(*)V (4.20)
где (а) — матрица направляющих косинусов; (а)' — транспо­
нированная матрица (а); (С) — диагональная матрица жесткости 
упругих связей, имитирующих жесткость зубчатого зацепления.

Таким образом, задача по определению жесткости зубчатого 
зацепления сводится к нахождению элементов диагональной мат­
рицы (С). Когда (а), (а)' и (С)—квадратные матрицы шестого поряд­
ка, решение задачи может быть получено следующим образом. 
Из (4.14) с учетом (4.20) имеем

(Рі) =  т  +  (а) (С) (а)' (gx -  g2), (4.21)
где

(X1) =  (Cu)(g1).



Умножая (4.21) слева на обратную к (а) матрицу (а) \  полу­
чим

(а)"1 (рі -  К,) =  (Сі) (а)' (g, -  *a). (4.22)
Обозначим

(Рі) =  («Г1 (Рі -  Кі), (ДО =  (*)' (êi -  І2),
окончательно получим

(Рі) = ( С і)( ДО- _ (4.23)
Поскольку (Сі)—диагональная матрица, а (pt) — матрица- 

столбец, то элементы матрицы (Ct) определятся как частное
Ci =  Р і/Ді. (4.24)

Таким образом, по результатам статических измерений упру­
гих перемещений зубчатых колес может быть определена жест­
кость зубчатого зацепления, характеризуемая элементами жест- 
костной матрицы (Сг).

При этом жесткость зубчатого зацепления представляется набо­
ром упругих линейных связей (пружин), ориентированных некото­
рым образом в пространстве. Это оказывается удобным и при со­
ставлении динамической модели для исследования колебательных 
процессов в планетарных механизмах.

При резонансном методе определяются резонансные частоты 
колебаний упругой системы при возбуждении ее вибратором на­
правленного действия, которые совпадают с собственными часто­
тами колебаний зубчатых колес на упругих связях.

Составив расчетную динамическую модель и получив частотное 
уравнение для полученных экспериментальным путем собственных 
частот колебаний системы, определяем параметры уравнений 
(жесткости упругих связей), описывающих колебательные движе­
ния зубчатых колес. Таким образом, исследование сводится к 
решению обратной задачи колебаний упругой системы, т. е. для 
выбранной динамической модели и уравнений движения, описы­
вающих ее поведение, для измеренных собственных частот коле­
баний системы определяются параметры (жесткости упругих свя­
зей) уравнений движения.

Уравнения собственных колебаний системы, включающей зуб­
чатые колеса, одно из которых жестко соединено с корпусом стен-

(4.25)

(4.26)

да, могут быть записаны в матричной форме
Migi +  Cijgi =  О,

где М і — диагональная матрица.
’ Ші О

Мі :
т<у

т3



Cij — жесткостная матрица (4.15); g{; —матрицы-столбцы обоб­
щенных координат ускорений и смещений колеса, соответственно.

Система уравнений (4.25) имеет ненулевое решение только при 
условии

Дю =
Сц  — таш2 СХ2 С13 Сі4 Сі5 Сіе

С2і С2г — тпсо2 С2З С24 2̂5 С-26
Сзі Сз2 С зз — таю2 С34 С35 Сзб
Са Ci 2 С43 С44 — таю2 С45 4̂6
С 51 С52 Сбз С 54 С55 — таю2 Сьъ
Св1 £-62 £■63 С6І Сб5 С66— таю

(4.27)
Таким образом, задача сведена к определению элементов час­

тотного определителя Сц по измеренным величинам собственных 
частот колебаний системы of. Такой подход к решению задачи о 
жесткости зубчатого зацепления проще метода, изложенного в 
работе [26], поскольку не требуется определение амплитуд коле­
баний зубчатого колеса по направлению осей координат.

Можно показать, что, раскрывая определитель (4.27) по стро 
кам, приходим к системе из двух (при числе упругих связей рав­
ным двум) уравнений с двумя неизвестными
К цСі гС2 —■ КХЪСХС2 — Кы, С21СХ -j- К 22С2 — К2̂ СХС2 — К.2І, 

(4.28)
где Ci — искомые величины жесткостей упругих связей; Кц  — 
коэффициенты, зависящие от инерционных свойств колеса и изме­
ренных собственных частот колебаний упругой системы.

Решая систему уравнений (4.28), можно найти жесткости пру­
жин, имитирующих жесткости зубьев полушевронов.

Следовательно, при резонансном методе также решается за­
дача об определении параметров упругих связей, имитирующих 
жесткость зубьев. Для такой реализации резонансного метода не­
обходимо знание лишь резонансных частот при возбуждении на­
груженной системы вибратором, которые могут быть измерены с 
высокой точностью многими известными средствами.



Глава 3. ДЕФОРМАЦИЯ ШЛИЦОВ

Шлицевые соединения являются одним из основных элементов 
уравнительных механизмов, от конструктивного исполнения ко­
торых (в частности от их деформативности) в значительной степе­
ни зависит эффективность плавающей подвески центральных ко­
лес. Кроме того, в некоторых случаях контактная податливость 
шлицов является определяющей в общем балансе упругих дефор­
маций машин и механизмов. Поэтому при составлении расчетных 
динамических систем механизмов приходится учитывать дефор- 
мативность шлицевых соединений.

Крутильная жесткость шлицевого соединения, передающего 
крутящий момент М , может быть определена как отношение

где ер — дополнительный угол поворота одного шлицевого венца 
относительно другого, обусловленный упругой деформацией пары 
шлицов 0Ш, радиан, R 0 — радиус основной окружности шлицевого 
венца, см, 0Ш — средняя величина суммарной деформации пары 
шлицов, см

Сш — жесткость пары шлицов, кГІсм, Р — средняя величина 
нагрузки на шлиц, кГ.

2 Ш — число шлицов в соединении.
Установленная связь между крутильной жесткостью шлице­

вого соединения Скр.ш и жесткостью пары шлицов Ст справедлива 
только для абсолютно точного шлицевого соединения, передающего 
чистым крутящий момент, все шлицы которого нагружены оди­
наковыми силами Р. В реальных условиях, однако, погрешности 
изготовления шлицевых венцов по окружным шагам приведут к 
тому, что после сборки соединения между сопряженными профи­
лями шлицов будут существовать зазоры S t, определяемые нало­
жением кривых накопленных погрешностей окружных шагов 
венцов.

Следовательно, при ограниченной точности изготовления шли­
цевых венцов, крутильная жесткость шлицевого соединения бу­
дет определяться как отношение

СКр — Mj  ф =  М Я0/8Ш =  zmR\C, (а)

6Ш =  Р/Сю,

P =  M/R0zm,

м
к р .  Ш . О —

' Р т а х



Если ввести коэффициент неравномерности нагрузки К нер, 
равный отношению нагрузки, приложенной к паре шлицов с 
начальным нулевым зазором, к средней нагрузке в соединении, 
то формула для СКр.ш.0. примет вид

-■кр. ш о — гш • -ßo К, С'кр, ш І К ,
нер

нер» (б)

т. е. крутильная жесткость реального шлицевого соединения в 
■Кнер меньше крутильной жесткости абсолютно точного шлице­
вого соединения.

Шлицевые соединения уравнительных механизмов планетар­
ных редукторов имеют характерную особенность, заключающую­
ся в периодическом изменении крутильной жесткости соединения 
при работе зубчатой передачи. Действительно, в уравнительном 
механизме эпицикла нагрузка на шлицы передается от зубчатых 
зацеплений сателлит — эпицикл. Поэтому благодаря изгибной 
податливости шлицевых муфт в сечениях, где действуют усилия от 
сателлитов, будут иметь место наибольшие деформации ободьев 
муфт. Это приведет к тому, что деформация шлицов, как сумма 
двух составляющих, одна из которых определяется собственно 
податливостью пары шлицов, а вторая — податливостью ободьев 
муфт, будет зависеть не только от зазоров в соединении, но и от 
углового расстояния пары шлицов от сечений, где действуют уси­
лия от сателлитов.

Таким образом, в шлицевых соединениях уравнительного ме­
ханизма эпицикла периодически будет изменяться крутильная 
жесткость соединения. При этом колебание ее определяется исклю­
чительно податливостью ободьев сопрягаемых муфт, податли­
востью самих шлицов и погрешностями изготовления шлицевых 
венцов по окружным шагам.

В уравнительном механизме солнечной шестерни нагрузка на 
шлицы передается от сопряженной муфты, соединенной, как пра­
вило, с ротором привода. Неизбежные погрешности монтажа аг- 
регатов-планетарного механизма и привода — приводят к тому, 
что рассматриваемое шлицевое соединение работает в условиях 
перекоса осей муфт. Известно, что в этом случае нагрузка между 

'шлицами распределяется неравномерно, а в зависимости от рас­
положения шлицов по отношению к плоскости перекоса осей муфт. 
Крутильная жесткость шлицевого соединения здесь также будет 
определяться парой шлицов, имевшей минимальный зазор.

В момент прохождения пары шлицов с минимальным зазором 
(обусловленным погрешностью шлицевых венцов по окружным 
шагам) через сечение, где минимальная величина бокового зазора 
(обусловленного перекосом осей муфт), шлицевое соединение будет 
иметь минимальную крутильную жесткость.

Таким образом, в шлицевых соединениях уравнительного ме­
ханизма солнечной шестерни периодически будет изменяться



крутильная жесткость соединения. При этом колебание ее опре­
деляется податливостью шлицов, погрешностями изготовления 
шлицевых венцов по окружным шагам и погрешностями монтажа 
осей муфт соединяемых агрегатов.

§ 1. Деформация шлицов
при отсутствии перекоса осей муфт

Характерной особенностью шлицевых соединений уравнительных 
механизмов планетарных редукторов является работа их в усло­
виях перекоса осей сопрягаемых муфт и упругих деформаций 
ободьев муфт. В этом случае нагрузка по поверхности шлицов 
распределяется неравномерно, резко концентрируясь со стороны 
одного из торцов шлицов. Кроме того, поскольку боковые поверх­
ности контактирующих шлицов номинально совпадают друг с 
другом, то даже незначительные погрешности изготовления и 
монтажа шлицевого соединения приводят к неизбежному выходу 
контакта шлицов на вершину или на торец шлицов.

Поэтому номинальный контакт шлицов по всей боковой 
поверхности, как правило, не реализуется, поэтому знание но­
минальной жесткости шлицов не представляет практического ин­
тереса, а служит лишь для оценки нижней границы ее значения.

При определении номинальной жесткости шлицов, когда кон­
такт их осуществляется по номинальной боковой поверхности, 
необходимо учитывать качество поверхностных слоев и, в первую 
очередь, их шероховатость. Теоретическое решение задачи о кон­
такте шероховатых поверхностей представляет значительные 
трудности, поэтому наряду с ними большое значение приобретают 
экспериментальные методы исследования деформации шерохова­
тых поверхностей контакта [62].

В работе [60] экспериментальным путем для прямобочных 
шлицов, работающих без перекоса, установлена зависимость 
между номинальными контактными напряжениями <зк и контакт­
ной деформацией пары шлицов и>к

w*m "  (1-1)

где К  = (3 ~ 4 )-1 0 ~ 6 см31кГ — коэффициент контактной подат­
ливости

а„ =  P/F =  Р/Ыі,
b — ширина шлица, слг, h — активная часть высоты шлица, см.

Формула (1.1) показывает, что при контактировании шлицов 
по номинальной поверхности справедлива гипотеза Винклера, 
которая утверждает, что перемещение упругого тела в некоторой 
точке зависит только от контактного напряжения в этой точке. 
Неудобство пользования формулой (1.1) связано с тем, что коэф­
фициент контактной податливости является размерной величиной,



поэтому напишем структурную формулу для коэффициента К. 
Закон Гука дает связь между относительной деформацией и на­
пряжением

М/1 = а/Е. (1.2)

Сопоставляя (1.1) и (1.2), можно записать

К  =  С1]Е, (1.3)
где I — некоторый линейный размер, см, Е  — модуль упругости, 
кГ/см2, С — безразмерный коэффициент.

Безразмерный коэффициент С имеет четкий физический смысл 
и характеризует состояние контактирующих поверхностей, их чис­
тоту, твердость, наличие смазки. Поскольку характерным линей­
ным размером в шлицевом соединении служит модуль, то из усло­
вий эксперимента может быть найдена величина безразмерного 
коэффициента С (т =  3 мм, Е =  2,15.10е кГ/см2).

С =  (З ч -4 ) .« -« . J  =  (21,5ч-28,7). (1.4)

Подстановка в формулу (1.1) значения коэффициента К  из
(1.3) с учетом (1.4) даст следующую формулу для контактной 
деформации шлицов:

^ ш  =  21»5 -2 Г бк. (1.5)

С учетом выражения для ак зависимость для линейной кон­
тактной жесткости пары шлицов примет вид

Ст, л =  —  =  К шЕт, кГ/см, (1.6)
WK

где Кт =  ф (1 +  /)/21,5 cos а , ф — коэффициент ширины шлица, 
ф — Ыт, /  — коэффициент высоты головки зуба, а — угол за­
цепления.

Крутильная жесткость шлицевого соединения, обусловленная 
только контактной податливостью шлицов может быть определена 
по формуле

Скр.ш =  -тр---л- =  К'шdj} •Е, кГсм/рад, (1.7)
л нер

где
к'ш =  Ф (1 +  /) cos а /86 • ЙГнер,

гід — диаметр делительной окружности шлицевого венца, см.
Переходя к удельной контактной поѵдатливости шлицов, из 

(1.6) получим



Принимая /  =  1 и а  =  20°, получим

0Я.Ш= 11 ,8  /Е. (1.9)

Податливость прилежащей к шлицу обода шлицевой муфты 
и изгибкую податливость шлица определим подобно тому, как это 
делалось при решении задачи о податливости прямого зуба. При­
водя контактную нагрузку, распределенную по номинальной 
боковой поверхности шлица, к сосредоточенной в точке на делитель­
ном диаметре, из рис. 16 (К  =  10) найдем, что суммарная подат­
ливость пары шлицов, контактирующих по всей номинальной бо­
ковой поверхности, может быть определена как сумма

б в ш  =  2  (б и . і -ф- боен. ш. і)  +  бк . ш ~  ß -  .  ( 1 .1 0 )

При проектировании шлицевых соединений с целью снижения 
концентрации нагрузки по длине шлицов последним придают 
бочкообразную форму. При этом параметры «бочки» выбирают та­
кими, чтобы не происходило выхода точки контакта шлицов на 
торец.

В связи с этим представляет интерес знание деформативности 
шлицов с бочкообразной формой образующих при отсутствии 
перекоса осей муфт. В этом случае при номинальном расположе­
нии боковых поверхностей шлицов друг относительно друга кон­
такт между ними будет происходить по линии — эвольвенте — в 
среднем сечении по длине шлицов.

Изгибная податливость шлица определится тогда из задачи о 
защемленной по одному краю бесконечной пластине, на боковой 
поверхности которой в средней точке среднего сечения действует 
сосредоточенная сила. Известно, что если сосредоточенная нагруз­
ка приложена на свободном краю пластины, то перемещение ее в 
точке приложения нагрузки определяется по формуле [65]

Ph2
ww. ш =  0,168 , (1.11)

где D — цилиндрическая жесткость пластины, заменяющей 
шлиц.

Подстановка в (1.211) значений входящих в нее величин дает 
следующий результат

0 ,1 6 8 -1 2 ( 1  —  у 2) / l - f /  +  c \ 8  Р
п Е т  \  я /2  У (1 +  /  +  с)

(1.12)

Если нагрузка приложена не на свободном краю, а в средней 
точке активной части высоты шлица [относительная координата 
равна (1 +  /  +  с)/(і +  с)], то по [94] для /  =  1 и с =  0,25 в фор­
мулу (1.12) следует ввести поправочный коэффициент 0,2. Тогда 
формула для изгибной податливости шлица с бочкообразной об-



разующей при номинальном контакте поверхностей примет вид

0И.] Р/Ь
0,168-2,4(1 — V2) /1 +  / +  с 

пЕ \  я/2
Ф '

1 +  1 +  с (1.13)

где ф — коэффициент длины зуба, ф =  Ыт.
Принимая здесь /  =  1, с — 0,25, ѵ =  0,3, получим

И̂Ш ”  0) 1525ф/£. (1.14)
Податливость прилежащей к шлицу части обода шлицевой 

муфты может быть определена в виде

боен, ш =  3,44 ІЕ. (1.15)

Контакт пары шлицов с бочкообразной образующей одного 
из них может быть сведен к контакту цилиндра с плоскостью. 
В связи с этим для определения контактной податливости шлицов 
также можно воспользоваться формулой

б«.ш= 3,22/Я. (1.16)
Таким образом, суммарная податливость пары шлицов (один из 

которых имеет бочкообразную форму), контактирующих по ли­
нии при номинальном положении поверхностей, может быть оп­
ределена с учетом (1.14), (1.15) и (1.16) как сумма

0еш — 2  (̂ и. Ш. і +  боен. ш. г) ~Ь 0к, ш —
10,1 +  0,305ф 

Е (1.17)

§ 2. Деформация шлицов
при наличии перекоса осей муфт

Перекос осей муфт в значительной степени искажает характер 
контактирования профилей шлицов, поэтому представляет инте­
рес оценить податливость шлицов в этом случае. Изучение гео­
метрии шлицевых соединений при перекосе осей муфт [64] пока­
зывает, что в зависимости от ориентации рассматриваемой пары 
шлицов по отношению к плоскости перекоса осей муфт суммарный 
перекос контактирующих поверхностей шлицов может быть пред­
ставлен как векторная величина, являющаяся суммой двух ком­
понентов.

Во-первых, происходит перекос поверхностей контактирующих 
шлицов относительно касательной к эвольвентному профилю 
шлицов. Такой перекос приводит к выходу контакта на один из, 
торцов шлица. Величина угла перекоса поверхностей шлицов в 
этом случае может быть определена по формуле

сот =  со cos Ѳ. (2.1)



где о — угол перекоса осей муфт, Ѳ — угловая координата рас­
сматриваемой пары контактирующих шлицов относительно пары 
шлицов, первой вступившей в контакт при перекосе осей муфт.

Поскольку максимальный угол перекоса поверхностей контак­
тирующих шлицов приходится на наиболее нагруженную пару 
шлицов (Ѳ =  0°), то обычно учитывается именно эта составляющая 
суммарного угла перекоса осей муфт.

Р и с .  21. Схемы контактирования шлицов с прямолинейной образующей 
при перекосе осей муфт
а  — относительно касательной к профилю; б — относительно касательной к профилю 
и образующей

Во-вторых, происходит перекос поверхностей контактирую­
щих шлицов относительно их нормали к эвольвентным профилям, 
приводящий к выходу контакта на вершину одного из шлицов. 
Величина угла перекоса поверхностей шлицов в этом случае мо­
жет быть определена по формуле

соп =  со sin Ѳ. (2.2)
Поскольку угол (оп достигает своего максимального значения 

для пары шлицов, последней вступившей в контакт (Ѳ =  я/2), и, 
значит, наименее нагруженной, то обычно эта составляющая сум­
марного угла перекоса осей муфт не учитывается.

Таким образом, если для пары контактирующих шлицов с 
координатой Ѳ =  0° контакт выходит на один из торцов, а для 
пары шлицов с координатой Ѳ =  я/2 — на вершину одного из 
торцев, то для пары шлицов с произвольной координатой Ѳ кон­
такт будет распространяться на некотором участке поверхности 
шлицов (рис. 21).

В работе [85] сделана попытка расчетным путем определить 
деформацию шлицов при перекосе поверхностей шлицов на угол 
юх =  а. Суммарная податливость шлицов при перекосе осей муфт 
может быть представлена в виде 12]

ôsm =  g- (1,14ф2 +  36,0ф +  7,9). (2.3)

Как видно из формулы (2.3), для коротких шлицов определяю­
щей в суммарной деформации шлицов будет контактная составля­



ющая. Это послужило основанием в работе [85] не учитывать все 
компоненты деформации шлицов кроме контактной составляющей.

В изложенном методе определения контактной деформации 
шлицов при перекосе осей муфт вызывает возражение выбор ве­
личины коэффициента к =  1/9. Очевидно, что этот эмпирический 
коэффициент должен соответствовать контактным деформациям 
шлицов в экспериментальной шлицевой муфте. Между тем анализ 
работы [85] показывает, что величина этого коэффициента не со­
ответствует условиям деформирования элементов эксперименталь­
ной шлицевой муфты.

Действительно, как следует из работы 185], даже при макси­
мальном угле перекоса осей муфт (и =  1°30') нагрузку воспри­
нимали все шлицы муфты при всех крутящих моментах от 50 до 
400 кгм. Естественно, что это могло произойти только в том слу­
чае, если наиболее нагруженный шлиц деформирует на величину 
большую, чем максимальная величина зазора (в шлицах, пос­
ледними вступившими в контакт). Как следует из расчетов, при­
веденных в работе [85], при со =  1°30' и М кр =  400 к.Гм деформа­
ция наиболее нагруженной пары шлицов равна wk max =  0,22 мм. 
Максимальная же величина бокового зазора между шлицами, 
последними вступившими в контакт, при данном угле перекоса 
осей составит

S _ &W
m ax — ~2 ~

20-0,0262 2
2

=  0,26 мм,

т. е. iS'max ^>wKmах и поэтому все шлицы при данном крутящем 
моменте никак не могли воспринимать нагрузку. Тем более этого 
не могло произойти при меньших крутящих моментах, нагружаю­
щих шлицевую муфту. Следовательно, даже при величине эмпи­
рического коэффициента к = 1/9 не могло наблюдаться отмечен­
ного при эксперименте распределения нагрузки между шлицами.

По-видимому, нагружение шлицов, зарегистрированное при 
тензометрировании, объясняется тем, что деформировали не 
только шлицы, но и обод муфты с внутренними шлицами. При 
этом деформация обода муфты (при малых нагрузках двумя сосре­
доточенными силами, при больших нагрузках — распределенны­
ми на двух диаметрально противоположных участках силами) 
будет выравнивать зазоры, вызванные перекосом осей муфт, что 
приведет к более равномерному вступлению в контакт шлицов.

Анализ деформативности обода шлицевой муфты позволит по­
лучить необходимые количественные данные по рассматриваемому 
эксперименту, однако здесь следует отметить, что приведенный 
в работе [85] эмпирический коэффициент к =  1/9 дает завышенную 
величину контактной податливости шлицов (и, как показано 
выше, недостаточно завышенную, чтобы объяснить вступление в 
контакт всех шлицов). Это необходимо сделать потому, что ре­
зультаты работы [85] нашли широкое применение при исследова­
нии изгибающих моментов в шлицевых соединениях при переко­



се осей муфт, при этом величина коэффициента к = 1/9 принима­
ется без каких-либо корректировок и оговорок.

Поскольку существующие методы определения податливости 
шлицов строились из упрощенной модели шлица-балки, а кон­
тактная податливость их определена без достаточно строгого уче­
та характера деформирования поверхностей шлицов, то ниже пред­
лагается метод расчетного определения податливости шлицов, 
свободный от указанных упрощений.

Р и с .  22. Схемы контактирования шлицов с криволинейной образующей 
при перекосе осей
о — относительно касательной к профилю: б — относительно образующей

Для определения податливости шлицов рассматривается кон­
такт двух упругих тел, поведение поверхностных слоев которых 
подчиняется гипотезе Винклера. При этом, однако, коэффициент 
постели основания (упругого тела) определяется из приведенного 
выше решения задачи о податливости шлицов при отсутствии 
перекоса осей муфт (1.10). Таким образом, коэффициент постели 
учитывает не только контактную податливость боковых поверх­
ностей шлицов, как это обычно делается при решении контакт­
ных задач с применением гипотезы Винклера, но и общую подат­
ливость шлицов. Принятие коэффициента постели постоянным, 
независимо от характера концентрирования контакта на боковой 
поверхности шлицов, вносит в расчет некоторую погрешность, 
однако то, что осредняется вспомогательная величина (коэффи­
циент постели), а не сами упругие перемещения, уменьшает эту 
погрешность расчета.

Контакт наиболее нагруженной пары шлицов с прямолинейной 
образующей (когда площадка контакта выходит на торец шли­
цов) может быть представлен как контакт двух упругих тел с 
плоскими поверхностями длины «В» и ширины h, имеющих на­
чальное неприлегание, характеризуемое углом перекоса сот =  
=  cocos Ѳ° =  со (рис. 21). Принимая гипотезу Винклера, запишем 
упругие перемещения точек в пределах площадки контакта в виде:

и>і =  С\Р И , ^2 =  с2р (ж), (2,4)

где Сі, с2 — коэффициент контактной податливости первого и вто­
рого упругого тела, р (х) — распределенная некоторым образом 
по длине площадки контакта «йк» удельная нагрузка.



Суммируя (2.4), получим сближение точек в виде
WiJrW2 = à  — ш; или ср (х) = А — а>х, (2.5)

где А — мера упругой деформации контактирующих тел, равная 
контактной деформации тел в точке начального контакта О, 
с =  Cj —Н с2 — приведенный коэффициент контактной податли­
вости упругих тел.

Добавляя к уравнению (2.5) условие равенства усилий в кон­
такте внешней сжимающей тела силе Р

ьк
 ̂ p(x)dx = P/h, (2.6)

о
где h — активная часть высоты шлица, ширина площадки кон 
такта, Ьк — длина площадки контакта упругих тел, получим 
систему уравнений для решения задачи о податливости упругих 
тел, имитирующих контакт шлицов. Поскольку в крайней точке 
площадки контакта тел х = Ък контактная нагрузка равна нулю, 
из (2.5) найдем выражения для сближения тел в виде

А =  (obK. (2.7)
Подстановка выражения для контактной нагрузки р (х) из 

(2.5) в (2.6) и последующее интегрирование в пределах площадки 
контакта с учетом (2.7), даст следующую зависимость для длины 
площадки контакта

£>к =  YlPcjim.  (2.8)
Из (2.7) с учетом (2.8) получим выражение для сближения 

упругих тел
А =  /  2 Р ш /h. (2.9)

Максимальная нагрузка в точке начального контакта упру- 
их тел найдется из (2.5) при х =  0 с учетом (2.9) в виде

р (0 )=  Y2P(o!hc, (2.10)

откуда коэффициент концентрации нагрузки равен

к * =  T W  =  Ѵ 2Н-Щ ь-  <2-*D
Полученные формулы, очевидно, справедливы для случая, 

когда длина площадки контакта Ьк меньше длины зуба Ъ. Входя­
щая в эти формулы величина коэффициента постели с может быть 
найдена из решения задачи о податливости шлица при отсутст­
вии перекоса осей (1.10) в виде

с =  15£  =  15(1 +  / ) . £ ,  (2 .12)



и для /  =  1
с =  3 0 |- .  (2.13)

Подстановка значения коэффициента постели с из (2.3) в 
(2.8) — (2.11) даст следующий результат (табл. 4).

Как следует из формулы (2.9), суммарная деформация шлицов 
зависит нелинейно от нагрузки. В связи с этим суммарная подат­
ливость шлицов является функцией нагрузки, действующей на 
шлицы и может быть определена по формуле

«=» = тёг =6 V ■ <2-14>
Здесь Ъи> — максимальный просвет (зазор) между профилями 

шлицов при перекосе осей муфт, а Р/Ь — удельная (расчетная) 
нагрузка на профилях шлицов, следовательно, отношение Ью/Р/Ь 
равно податливости шлицов в случае деформации их на величи­
ну максимального зазора между ними при перекосе осей муфт.

Контакт пары шлицов с прямолинейной образующей (в слу­
чае, когда площадка контакта выходит на вершину одного из 
шлицов) также может быть представлен как контакт двух упру­
гих тел длины h и ширины Ь, имеющих начальное неприлегание, 
характеризуемое углом перекоса со1 относительно образующей. 
В этом случае, также используя гипотезу Винклера, получим 
аналогичные результаты:

ht = УіРсіЬщ,  (2.15)
где
суммарная деформация шлицов

А =  Y , (2.16)

максимальная нагрузка на шлицах 

коэффициент концентрации нагрузки

К К
Р (0) 1 /~ 2hbtx> ] h
P ßh  ~~ V  с Рlb ' T  • (2.18)

Суммарная податливость шлицов также является функцией 
нагрузки, действующей на шлицы, и может быть определена по 
формуле

б _  Д _  
2ш — Р/Ь ~~

ь_
р (2.19)

Контакт пары шлицов с произвольной ориентацией Ѳ относи 
тельно плоскости перекоса также может быть представлен как
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контакт двух упругих тел длины Ъ и ширины h, имеющих началь­
ное неприлегание, характеризуемое углами перекоса сщ =  со cos Ѳ 
и cöj. Принимая гипотезу Винклера (2.4), получим сближение 
точек тел в виде

ср (х, У) =  А — (мтж +  ®іу), с =  Сі +  с2, (2.20)
где р(;г, у) — распределенная по площадке контакта упругих тел 
удельная нагрузка.

Из (2.20) видно, что площадка контакта ограничивается пря­
мой, пересекающей оси координат ох и оу соответственно в точках 
bk и h k. Из условия равенства нулю удельной нагрузки в точках 
(bh,0) и (0, h h) найдем

и

т. е.

и

А — ~2 (Мі ' b к +  ®ihk) (2.21)

« А  =  м А ,

А =  b̂ ca-t =  Ьк<л cos Ѳ (2.22)

b k ! h k =  oùJ cox.

Условие равенства усилий в контакте внешней сжимающей 
тела силе Р, в данном случае запишется в виде

j  J p(x, y) dxdy =  P. (2.23)
0 0

Подстановка в (2.23) значения p (x, y) из (2.20) и интегрирование
с учетом (2.22) дает следующий результат:

К  =  ^-у 'бРсом )!, (2.24)

h k — 6Pc(ûx(olt (2.25)

А =  бРсонац, (2.26)

P (°) =  “ хМі, (2.27)

А  =  =  b h ' V b w d ^ P * .  (2.28)

При определении податливости пары шлицов с криволинейной 
образующей контакт последних может быть сведен к контакту 
двух упругих тел, одно из которых ограничено плоскостью, а



второе — цилиндрической поверхностью. В этом случае можно 
было бы воспользоваться известным решением о контакте цилинд­
ра с плоскостью, однако при этом пришлось бы учитывать спе­
циальным расчетом другие (кроме контактной) составляющие 
суммарной податливости шлицов. В связи с этим примем гипотезу 
Винклера для контакта шлицов с криволинейной образующей, а 
коэффициент постели, как и прежде, определим из решения за­
дачи о податливости шлицов при отсутствии перекоса осей муфт.

Схема контактирования наиболее нагруженной пары шлицов 
с криволинейной образующей представлена на рис. 22, а. Урав­
нение деформаций в этом случае имеет вид

wy +  w2 — cP (х) = А — ^  , (2.29)

где R  — радиус кривизны криволинейной образующей шлица. 
Площадка контакта имеет вид прямоугольника со сторонами bk 
(длина) w h k (ширина). При x = bh удельная нагрузка обращается 
в нуль, откуда найдем выражение для сближения шлицов в виде

Д =  bl/2R. (2.30)

Условие равенства усилий в контакте и внешней сжимающей 
тeлà силы Р запишется в виде

h
^ р (ж) dx =  P/h. (2.31)
о

Подстановка в (2.31) значения р (х) из (2.29) и интегрирова­
ние с учетом (2.30) даст следующий результат

6* — 3 -JP cR , (2.32)

. з Y  1 fP e Y  
А ~  2 У Зд ( а ) ’ (2.33)

3 у  1 ( Р \ 2
Ро 2 у ЗсЛ \ h } ' (2.34)

V р° з h i Э//  ̂ ^
* — Plbh 2 У  И Ш  Р • (2.35)

Определяя коэффициент постели с из (2.12), представим фор­
мулы (2.32) — (2.35) в виде, приведенном в табл. 4.

Таким образом, суммарная податливость наиболее нагружен­
ной пары шлицов с криволинейной образующей может быть опре­
делена из (2.33) в виде

б ___Д_
аш— Р/Ь (2.36)



Для определения податливости пары шлицов в случае выхода 
площади контакта на вершину одного из шлицов с криволиней­
ной образующей рассмотрим контакт цилиндра с плоскостью при 
перекосе оси цилиндра. В этом случае уравнение деформаций 
имеет вид

ѵ)1 +  ѵ>г = ср (х, у) — А (у tg coj +  • (2-37)

Площадка контакта ограничена параболой, пересекающей 
кромку шлица в точках хіл = ±  b h, а ось у в точке у = h h и 
кромкой шлица. Поскольку в этих точках контактная нагрузка 
обращается в нуль, то сближение шлицов и связь между длиной 
ah и шириной h k площадки контакта найдется в виде

Л = T U tg 0)1 + = h* *8 (2-38)
так как

hk = bk2/2Rs  in®!. (2.39)
Условие равенства усилий в контакте внешней сжимающей 

тела силы Р запишется в виде

Ь* hk 2R sin со,
P (х, У) dxdy =  P.

-ъ* 0
(2.40)

Подстановка в (2.40) значения р(х, у) из (2.37) и интегриро­
вание с учетом (2.38) даст следующий результат:

Я 2:sin 2й)ъ

к  =
1 у  225
2 У  4

РЧ3
"7Г

1
tg3 (Dl COS (Di ’

1 У  225 РЧ2 tg2 (Dl
Л = 2 У  4 COS (Dl ’

Р(0> =
1 у  225
2 У  4

fP2
Ж 3

tg2 (Dl 

COS (Dl ’

к Р( о) bh „ ö/'225 tg2 со 1
к к — P/bh ~  2 У 4 P3Rc3 cos (Di

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

Определяя коэффициент постели с из (2.12), представим фор­
мулы (2.32) — (2.34) в виде, данном в табл. 4.

Таким образом, суммарная податливость пары шлицов с кри­
волинейной образующей может быть определена из (2.43) в виде

J£m —
А

Р/Ь Г
225
4

1 tg2 (Dl
P 3Rc3 COS СО]

(2.46).



Для пары шлицов с криволинейной образующей при произ­
вольном угле ориентации 0 относительно плоскости перекоса осей 
муфт контакт выходит на вершину шлица со стороны одного из 
торцов. В этом случае площадка контакта будет ограничена 
кромкой и торцом шлица и параболой, пересекающей их соответ­
ственно в точках Ък и h k. По сравнению с предыдущим случаем 
площадка контакта уменьшается, поэтому условие равенства 
усилий в контакте внешней сжимающей тела силе Р запишется в 
другом виде

ь ____ х‘
ьТс к 2R sin о>і
$ $ p{x ,y )dxdy = Р, (2.47)
о о

где о)і — угол перекоса шлицов относительно образующей.
В остальном расчет совпадает с предыдущим случаем, и фор­

мулы для определения неизвестных параметров примут следую­
щий вид:

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

Ъи =  у  у  PcR1 sin 2cöx,

^ = 4 у / 225 Р-с3
H tg3 (Од COS Шд

Д т Ѵ 225
Р-с1 tg2 СОд

Л cos он

Р(0) = і у /Г 225
P 3 tg3 Cl)l
Лс3 COS (Oj ’

Kk= P (0) _  tg2^
P/bh 2 У  - -  P3Лс3 cos toi (2.52)

Таким образом, суммарная податливость пары шлицов с кри­
волинейной образующей при произвольной ориентации относи­
тельно плоскости перекоса осей муфт может быть определена из 
(2.50) в виде

Л б Г fl2 - - - - -
0нш =  щ  =  7,5Ъ у  i ^ REt sin шх tg сщ. (2.53)

Поскольку в приведенных формулах угол перекоса осей муфт 
мал, то можно принять sin со =  tg со =  со и cos со =  1. В этом 
случае формулы упростятся и примут вид, представленный в табл. 4. 
Приведенные в этой таблице параметры площадки контакта для 
шлицов с криволинейной образующей при отсутствии перекоса 
осей муфт определены из известного решения задачи о контакте 
цилиндра с плоскостью.

При выводе зависимостей для определения параметров пло­
щадки контакта шлицов и величины их деформации предполага­



лось, что шлицы находятся в условиях технологического перекоса 
осей сопрягаемых муфт. Это в основном соответствует условиям 
работы шлицевых соединений уравнительного механизма сол­
нечной шестерни, когда податливость ободьев муфт незначительна 
и ее влиянием на характер контактирования и деформирования 
шлицов можно пренебречь. В шлицевых соединениях уравни­
тельного механизма эпицикла, напротив, определяющим будет 
перекос шлицов, обусловленный деформативностью ободьев муфт, 
поэтому в предыдущих формулах под углом перекоса шлицов в 
общем случае следует понимать сумму

CÖ£ =  Ютехн 4“ Юупр> (2.54)'

где ©Техн — угол технологического перекоса осей муфт, обуслов­
ленный погрешностью монтажа соединяемых агрегатов, соупр — 
угол упругого перекоса образующих сопряженных шлицов, обус­
ловленный деформативностью ободьев муфт.

Рассмотренные выше особенности перекоса осей муфт отно­
сятся к компонентам угла технологического перекоса а>теХн> угол 
перекоса, вызванный упругими деформациями ободьев муфт, в 
свою очередь, может быть определен как сумма

®упр “  Чц >̂2, (2.55)

где (Oj, соа — угол поворота наружного (внутреннего) шлицевого 
венца, вызванный упругой деформацией муфт.

Знак (+ ) или (—) в этой формуле, очевидно, зависит от на­
правления поворота шлицевого венца муфты. Например, для шли­
цевого соединения эпицикл — блокирующая муфта соі — угол 
поворота, связанный с поворотной деформацией обода эпицикла, 
а со 2 — угол поворота, связанный с изгибной деформацией блоки­
рующей муфты. При этом если знак угла поворота ю2 не зависит 
от направления осевой силы в зубчатом зацеплении сателлит—эпи­
цикл, так как определяется только радиальными усилиями в зуб­
чатом зацеплении, то знак угла поворота зависит от направле­
ния осевого усилия в зубчатом зацеплении. Поэтому, если осе­
вая сила в зубчатом зацеплении сателлит—эпицикл сжимает бло­
кирующую муфту, то в формуле (55) необходимо взять знак (+), 
так как в этом случае относительный угол поворота шлицов (оупр 
увеличивается.

Запишем структурную формулу для угла поворота шлицевого 
венца (кольца) в следующем виде:

(2.56)

где R t — радиус нейтральной окружности кольца, заменяющего 
шлицевый венец, при расчете деформативности шлицевой муфты,

РЩ ,,
И і  ~  E h



I t — момент инерции сечения этого кольца относительно радиаль­
ной центральной оси

/ і =  В іНЬ  12,
Hi, Bi — толщина (ширина) кольца, K t — коэффициент, учиты­
вающий характер нагружения шлицевой муфты.

Согласно (55), формула для относительного угла поворота соп­
ряженных шлицевых венцов примет вид

Из формулы (2.57) следует, что упругая составляющая угла 
перекоса сопряженных шлицов является функцией нагрузки, 
действующей на них, поэтому задача о деформативности шлицов 
полностью может быть решена только на основе рассмотрения сов­
местного деформирования шлицов и ободьев муфт. Неизвестные 
коэффициенты K t, входящие в структурную формулу (2.57), 
могут быть определены из рассмотрения деформации ободьев 
муфт, однако при этом приходится задаваться законом рас­
пределения нагрузки между шлицами, который, в свою очередь, 
является неизвестным, поскольку зависит от деформативности 
ободьев муфт.

В связи с указанными трудностями, возникающими при ис­
следовании деформативности шлицевых соединений, можно, ис­
пользуя метод последовательного приближения, получать уточнен­
ные решения или же, на основе экспериментальных исследований, 
определять неизвестные коэффициенты, входящие в структурные 
формулы для упругих перемещений и силовых факторов.

§ 3. Экспериментальные исследования
деформации шлицов

Экспериментальное определение деформации шлицов представ­
ляет значительные технические трудности [2] и требует разра­
ботки специальных типов датчиков. Этим объясняется отсутствие 
работ, в которых непосредственно измерялась величина деформа­
ции шлицов, поэтому о деформации шлицов в известных работах 
приходится судить косвенно по результатам измерения других 
параметров.

В работе [10] определялась крутильная жесткость шлицевого 
соединения с помощью измерения относительного угла поворота 
шлицевых муфт под действием известного крутящего момента. 
Поскольку основной целью эксперимента было выявление вли­
яния крутильной податливости ободьев шлипевых муфт на подат­
ливость всего шлицевого соединения, то испытания проводились 
при различных соотношениях наружного и внутреннего диамет­
ров муфт. На рис. 23 приведены результаты экспериментального



определения крутильной жесткости шлицевого соединения, где 
через К а обозначено отношение наружного диаметра одной муфты 
к внутреннему диаметру сопряженной муфты.

Как следует из графиков, увеличение податливости ободь­
ев муфт значительно влияет на крутильную жесткость шлице­
вого соединения, однако при отношении диаметров Ка >  1,85 
это влияние практически отсутствует. Поэтому можно считать, 
что при К а 1,85 крутильная жесткость шлицевого соедине­
ния определяется исключительно податливостью шлицов. Исходя

из этого, определим крутильную жесткость шлицевого соедине­
ния, воспользовавшись полученными выше расчетными зависи­
мостями для жесткости шлицов.

Для данного эксперимента ширина шлицевого венца 5 =  5 мм, 
т = 2,5 мм, материал — сталь. Предполагая, что перекос осей 
муфт отсутствует, определим жесткость шлицов по формуле (1.10), 
что даст

С ш  =  6 / 0 ш  =  ^ /12 ,31  =  8,7.104 кГ/см. (3.1)

В работе [10] отсутствуют параметры испытанных шлицевых 
муфт, необходимые для определения крутильной жесткости шли­
цевого соединения. Поэтому приняв а =  20° и найдя из эскиза 
муфт z =  22, по формуле (а) найдем крутильную жесткость шли­
цевого соединения

Скр.ш =  ЯщИйСш — 12,8-10® кГсм/рад. (3.2)

На рис. 23 кроме экспериментальных точек нанесена зависи­
мость ф =  /  (М ), построенная по формуле (3.2) (кривая 1). Как 
видно из графика экспериментальная кривая крутильной жест­
кости шлицевого соединения не проходит через нуль, а пересекает 
ось ф в некоторой точке ф0. Это объясняется тем, что крутильная 
жесткость реального шлицевого соединения [формула б] 
зависит от коэффициента неравномерности нагружения шлицов.

Отсутствие данных о точности изготовления испытанных шли­
цевых муфт не позволяет учесть качество изготовления шлицевых 
венцов при определении крутильной жесткости шлицевого сое­
динения. Поэтому для качественной оценки результатов экспе-



римента зададимся некоторой погрешностью шлицевых венцов. 
Структурная формула для коэффициента неравномерности на­
гружения шлицов имеет вид

М у

^нер =  1 +  д— , 
ш

где Ais — амплитуда суммарной кривой накопленных погрешно­
стей окружных шагов сопряженных шлицевых венцов, мк\ Аш — 
средняя величина упругой деформации пары шлицов, мк. Предпо­
лагая, что погрешность окружных шагов определяется только 
радиальным биением заготовки на станке, и приняв А =  Ае =  
=  15 мк, получим, что крутильная жесткость реального шли­
цевого соединения зависит от передаваемого крутящего момента и 
определяется по формуле

Скр.ш.рвал =  Скр.т/Янер =  12,8-106 j  1̂ +  j p j  кГсм/рад. (3.3)

На рис. 23 нанесена кривая ю =  /  (М ), построенная по форму­
ле (3.3) (кривая 2), которая хорошо совпадает с эксперименталь­
ными точками. Таким образом, расчетная величина жесткости 
шлицов (1) хорошо соответствует экспериментальным значениям 
угла относительного поворота шлицевых венцов, полученным в 
работе [10].

В работе [85] на модели шлицевой муфты проведены обшир­
ные исследования распределения нагрузки между шлицами в за­
висимости от крутящего момента, прикладываемого к шлицевому 
соединению, и перекоса осей муфт. Тензометрический метод ис­
следования, при котором в основании шлицов со стороны двух 
торцов наклеивали тензодатчики сопротивления, дал возмож­
ность определить распределение нагрузки между шлицами. Жест­
кость шлицов в этой работе определена косвенным путем на ос­
новании пересчета нагрузок, измеренных на шлицах, в величины 
упругих деформаций шлицов.

Примененный в работе [85] косвенный метод определения де­
формации шлицов не может дать надежных результатов.

Во-первых, принятая расчетная схема для определения со­
ставляющих суммарной деформации шлицов не учитывает таких 
компонент, как деформация прилежащей к шлицу части обода 
шлицевой муфты, изгибная деформация шлица как защемленной 
пластинки, на торце которой действует нагрузка, деформация 
обода шлицевой муфты. Поэтому основное положение автора о 
преобладающем влиянии контактной составляющей суммарной де­
формации шлицов вызывает серьезные возражения.

Во-вторых, положение автора о преобладающем влиянии кон­
тактной деформации шлицов привело к тому, что на основе обра­
ботки экспериментальных данных по распределению нагрузки 
между шлицами была определена величина коэффициента к ,



входящего в формулу для контактной деформации шлицов (2.9). 
Естественно, что это привело к завышению контактной деформации 
шлицов, поскольку в нее оказались включенными неучтенные сос­
тавляющие деформации шлицов. В реальных условиях экспери­
мента они существенно влияли на распределение нагрузки между 
шлицами (деформация прилежащей к шлицу части обода шлице­
вой муфты, деформация обода шлицевой муфты).

В-третьих, полученный экспериментальным путем закон рас­
пределения нагрузки между шлицами связан не столько с дефор­
мацией самих шлицов, сколько с деформацией обода муфты с 
внутренними зубьями. Действительно, как видно из эксперимен­
тальных кривых распределения нагрузки между шлицами, они 
соответствуют более равномерному распределению нагрузки, чем 
это следует из кривых зазоров между шлицами, обусловленных 
перекосом осей муфт. Это может быть объяснено только упругой 
деформацией обода зубчатой муфты.

Поэтому экспериментальные данные работы [85] не позволяют 
в чистом виде выделить упругую деформацию шлицов, поскольку 
распределение нагрузки между шлицами определяется совмест­
ным влиянием упругих деформаций ободьев шлицевых муфт и 
самих шлицов.

В работе [8] был разработан тензометрический метод определе­
ния упругой деформации шлицов, суть которого заключается в 
нахождении зазоров между шлицами, обусловленными погреш­
ностями шлицевых венцов по окружным шагам, с последующим 
тензометрированием шлицов в соединении.

Распределение нагрузки между шлицами определяется зазора­
ми в шлицевом соединении, зависящими от точности изготовления 
шлицевых венцов, упругих деформаций шлицов и ободьев муфт.

Кривая накопленных погрешностей окружных шагов шлице­
вого венца показывает, на каком расстоянии от теоретически точ­
ного положения находится рассматриваемый шлиц. Поэтому, если 
взять разность между кривыми накопленных погрешностей окруж­
ных шагов внутреннего и наружного шлицевых венцов, то она 
определит кривую взаимного положения шлицов в данном соб­
ранном состоянии, т. е. кривую зазоров в шлицевом соединении.

Подвод крутящего момента к шлицевому соединению, напри­
мер, уравнительного механизма эпицикла от сателлитов, приво­
дит к перегрузке групп шлицов, в связи с упругим деформирова­
нием ободьев муфт, в сечениях, гДе действуют усилия от сател­
литов. Поэтому на исходную кривую зазоров (определяемую 
погрешностями изготовления шлицевых венцов и способом их соче­
тания в соединении) накладывается волна (с числом периодов, 
равным числу сателлитов), зависящая от деформативности эле­
ментов уравнительного механизма.

Исследованию было подвергнуто шлицевое соединение эпи­
цикл — блокирующая муфта, имеющее следующие параметры тп =  
=  3 мм, z = 174, ß0 =  17°, /о =  1,0, с =  0,25, а оп =  20°.



Тензодатчики с базой I =  5 мм и сопротивлением R — 104 ом, 
наклеивались на торцевую поверхность муфты в зоне выкружки 
шлицов. Место наклейки датчиков выбирали так, чтобы ось дат­
чиков была параллельна касательной к переходной кривой, про­
веденной через ее среднюю точку. При этом край датчика нахо­
дился на расстоянии 1 мм от профиля переходной кривой шлица.

Построенные обычным путем кривые накопленных погреш­
ностей окружных шагов перестраивались в кривые зазоров для 
трех различных сочетаний венцов в соединение: 1) некотором про­
извольном положении, 2) лучшем положении, в котором величина 
среднего зазора в соединении была минимальной, 3) худшем по­
ложении, в котором величина среднего зазора в соединении была 
максимальной.

Полученные кривые показали, что способ сочетания шлицевых 
венцов в соединение оказывает значительное влияние на зазоры 
между шлицами. Даже при высоком уровне точности изготовле­
ния шлицевых венцов представляется возможность добиться су­
щественного выравнивания нагрузки исключительно сборкой 
шлицевых венцов в соединение.

После построения кривой зазоров в шлицевом соединении, 
зная исходную величину зазора в паре шлицов, которая тензо- 
метрируется, можно определить распределение нагрузки между 
шлицами и жесткость шлицов и ободьев муфт. Так как для пары 
шлицов, находящейся на угловом расстоянии Ѳ от сечения, где 
приложены усилия от сателлитов, жесткость шлицов Ст и дефор­
мация муфт Дш могут быть приняты постоянными величинами, то, 
исследуя показания тензодатчика для фиксированного значения 
угла Ѳ, представится возможность выявить зависимость Р ш =  
= f (S i )  в соответствии с формулой

Л  =  С ш (Д о-50, (3.4)

где P t—нагрузка в і-й паре шлицов, Д0 — деформация наиболее 
нагруженной пары шлицов, S t — исходный зазор в і-ой паре шли­
цов.

Формула (3.4) получена из предположения линейной зависи­
мости нагрузки от зазоров в шлицах. Величина периодической де­
формации ободьев муфт Дм может быть найдена из сопоставления 
кривых деформации шлицов при различных углах Ѳ. Осесиммет­
ричная деформация ободьев муфт Дом и деформация шлицов Д0 
могут быть определены из кривых деформаций тензодатчиков для 
значений Ѳ == 0 и S t = 0.

Поскольку число шлицов, на которые наклеивали тензодатчи­
ки, было ограничено, то шлицевые соединения испытывали при 
различных сочетаниях шлицевых венцов, что позволило с одного 
и того же датчика получить информацию при различных величи­
нах зазоров. Экспериментально было установлено, что независи­
мо от величины исходного зазора между шлицами, деформация



Р и с .  24. Зависимость пока­
заний тензодатчиков Si от ве­
личины исходного зазора меж­
ду  шлицами

тензодатчиков линейно зависела от нагрузки, приложенной к шли­
цевому соединению

6р =  КРІР.

Это дает основание принять также линейную зависимость 
между деформацией шлица и показаниями установленного на 
него тензодатчика

А* =  а д ,  (3.5)

где К  g — коэффициент пропорциональности, зависящий от места 
наклейки и параметров тензодатчика.

В соответствии с (3.4) формула (3.5) может быть записана в 
следующем виде

Ô» =  з г  (До -  s t). (3.6)

Эта формула устанавливает связь между показаниями тензодат­
чика ôj и начальным зазором между шлицами S t. На рис. 24 
приведены экспериментальные данные, характеризующие связь 
между At и S t в момент прохождения через сечение шлица са­
теллита (Ѳ =  0°) и в момент расположения шлица между сосед­
ними сателлитами (Ѳ =  60°). Приведенные экспериментальные 
точки показывают, что между указанными величинами существует 
линейная зависимость. Разброс экспериментальных данных объяс­
няется, с одной стороны, погрешностью определения окружных 
шагов, поскольку измеряемые шлицевые венцы имели в некоторых 
случаях контактные разрушения, а с другой — неравномерным 
нагружением сателлитов, вызвавшим неравномерное деформиро­
вание шлицевого соединения.

Таким образом, установленная экспериментальным путем ли­
нейная зависимость между деформацией шлицов и величиной на­
чального зазора подтверждает правильность линейной зависимо­
сти для нагрузок на шлицах вида (3.4). Это дает возможность по 
результатам тензометрирования шлицевых соединений использо-



вать расчетно-экспериментальный метод определения упругой де 
формации шлицевого соединения.

Статистическая обработка результатов тензометрирования шли­
цевого соединения эпицикл—блокирующая муфта по методу наи­
меньших квадратов установила, что между показаниями тензо­
датчиков ôj и начальным зазором S t существует следующая ли­
нейная зависимость: 
при Ѳ =  0°

ôi (0) =  0,35-ІО'6 (108,5 — Si), (3.7)
при Ѳ =  60°

ô4 (60) =  0,35-10-* (91,5 — S*)- (3.8)

Сравнивая зависимости (3.7) и (3.6), найдем величину наибо­
лее нагруженной пары шлицов (S t = 0): при 0 =  0°

А0 (0°) =  108,5 мк, (3.9)
при Ѳ =  60°

До(60°) =  91,5лиг. (3.10)

Поскольку в момент прохождения сателлита через сечение, 
где установлен тензодатчик (Ѳ =  0°), шлиц претерпевал деформа­
цию, обусловленную его жесткостью и податливостью шлицевых 
муфт, а в момент расположения тензометрируемого шлица между 
соседними сателлитами (Ѳ =  60°) периодическая составляющая 
ободьев муфт Дм имела противоположный знак, то из (3.9) и (3.10) 
получим уравнения

Д0 -ф- Д0м “Ь Дм =  108,5; Д0 -ф- Дом — Дм =  91,5. (3.11)

Решая систему (3.11), найдем

Д0 -f Дом =  100 мк; Дм =  8,5 мк. (3.12)

Таким образом, определяющими в суммарной деформации 
шлицевого соединения являются деформация шлицов Д0 и осе­
симметричная деформация муфт, периодическая же составляющая 
деформации муфт не достигает и 10% от суммарной деформации 
шлицевого соединения.

Для проведенного эксперимента средняя расчетная нагрузка 
на шлиц составила Р =  9,33 кГ, а средняя величина зазора в 
шлицевом соединении S =  60 мк, т. е. средняя величина упру­
гой деформации шлицов и муфты

Д =  Д0 +  Дом — S =  40 мк.

Расчетное определение осесимметричной деформации обода 
блокирующей муфты показало, что она составляет Дом =  12 мк,



так что упругая деформация шлицов равна Д0 =  28 мк. Расчетная 
величина упругой деформации пары шлицов значительно отлича­
ется от экспериментальной величины. Это объясняется, по-види­
мому, тем, что в исследованном редукторе была применена пла­
вающая подвеска эпицикла, в связи с чем имели место относи­
тельные смещения профилей шлицов вследствие разной величины 
деформации ободьев эпицикла и блокирующей муфты.

В связи с этим изложенный расчетно-экспериментальный метод 
определения деформации шлицов целесообразно применять в мо­
дельных и стендовых условиях при наличии только упругих де­
формаций элементов шлицевого соединения.

4 Э. Л. Айрапетов, М. Д. Генкин



ДЕФОРМАТИВНОСТЬ ОБОДЬЕВ 
ЗУБЧАТЫХ КОЛЕС И ШЛИЦЕВЫХ МУФТ

Глава 4. ДЕФОРМАЦИЯ ОБОДЬЕВ ЦЕНТРАЛЬНЫХ КОЛЕС

При теоретических исследованиях зубчатых передач, связанных 
с расчетами на прочность и решением других задач, возникает не­
обходимость определения деформативности ободьев зубчатых 
колес. Опыт показывает, что суммарная деформация зубчатого 
зацепления, измеренная вдоль линии зацепления, определяется 
не только деформацией самих зубьев, но и деформацией ободьев 
зубчатых колес [56!.

Это особенно заметно в планетарных редукторах, зубчатые 
колеса которых (в первую очередь, эпицикл) выполняются в виде 
тонких колец, имеющих незначительную изгибную жесткость. 
В таких случаях деформация ободьев зубчатых колес с; ановится 
определяющей в суммарной деформации зубчатого зацепления.

Все существующие методы расчета ободьев зубчатых колес на 
прочность и жесткость построены на базе теории изгиба балок ма­
лой кривизны. При этом предполагалось, что кольцо, заменяющее 
обод зубчатого колеса, нагружено во всех сечениях системой оди­
наковых сил. Это позволяло, ввиду симметрии, рассматривать 
только часть кольца, что значительно облегчало расчет.

Неравномерность нагружения сателлитов в планетарных меха­
низмах приводит к тому, что на центральное колесо в различных 
сечениях действуют неодинаковые нагрузки. Существующие ме­
тоды расчета не позволяют рассчитать ободья центральных колес 
на прочность и жесткость с учетом неравномерности распределе­
ния нагрузки между сателлитами. Между тем именно неравно­
мерное деформирование ободьев центральных колес приводит к 
более благоприятному распределению нагрузки по параллельным 
потокам мощности. Поэтому необходимо иметь расчетный метод 
определения жесткости ободьев центральных колес, который по­
зволил бы учитывать неодинаковую нагруженность сателлитов.

В современных планетарных механизмах обод эпицикла в не­
которых случаях имеет вид тонкого кольца, соединенного с обо­
лочкой [39]. Обычно такую же конфигурацию придают ободу сол­
нечной шестерни. Это вызвано тем, что с целью увеличения



эффективности плавающей подвески солнечной шестерни стремят­
ся развить осевые размеры солнечной шестерни, увеличивая базу 
уравнителя. Условия деформирования центральных колес та­
кой конфигурации значительно отличаются от условий деформи­
рования колес кольцевой формы.

Таким образом, при расчете деформативности ободьев цент­
ральных колес планетарных механизмов кольцевой и составной 
конструкций необходимо учитывать неравномерное нагружение 
сателлитов.

§ 1. Метод элементарной нагрузки

Обод эпицикла современного планетарного редуктора выполня­
ется в виде тонкого кольца с внутренним зубчатым и наружным 
шлицевым венцами. Шлицевый венец обычно предусматривается 
для соединения эпицикла с сопряженными деталями (рис. 25). 
При другом конструктивном исполнении эпицикла [39] расчет­
ная схема эпицикла имеет вид кольца, соединенного с тонкой уп­
ругой оболочкой (рис. 26).

Эпицикл нагружен силами от zc зубчатых зацеплений сател­
лит —эпицикл, которые уравновешиваются усилиями, возникаю­
щими в шлицевом соединении эпицикл—блокирующая муфта 
(рис. 25) или же реактивными усилиями в месте сопряжения обо­
лочки с соседней деталью (рис. 26).



При решении задачи о деформации обода эпицикла, выполнен­
ного по схеме рис. 25, будем рассматривать его как тонкое коль­
цо, толщиной h0, равной наименьшей толщине сечения эпицик­
ла (рис. 27), и радиусом р, равным расстоянию центров тяжести 
сечений эпицикла до его оси. Считаем, что кольцо подвержено 
действию усилий от зубчатых зацеплений в zc равномерно рас­
положенных по окружности точках и в zm точках — реактивных 
усилий от шлицевого соединения эпицикл —блокирующая муфта. 
Под действием этой системы сил кольцо находится в равновесии.

Р и с. 27. Сечение эпицикла (а) 
и кольца, его заменяющего (б)

Рассмотрим усилия, действующие на кольцо.
В zc точках действуют усилия от зубчатых зацеплений сател­

литы—эпицикл:
тангенциальная сила Р = 2 М кѵ,/гссІя, 
радиальная сила R —- P tg а 5,
осевая сила Q =  Р tg ßa,
изгибающий момент М 3 =  Ph3,
крутящий момент М к =  Qh3,

где М кр —крутящий момент, передаваемый зубчатыми зацеп­
лениями сателлиты-эпицикл, <7Д —диаметр делительной окружнос­
ти зубчатого венца эпицикла, a s —угол зацепления в зубчатом 
зацеплении в торцевой плоскости, h3 — плечо приложения сил 
Р и  Q, т. е. расстояние от точки приложения сил на профиле 
зуба зубчатого венца до окружности центров тяжести сечения 
эпицикла (рис. 27).

Наличие осевых сил Q, связанное с тем, что зубчатые венцы 
имеют косой зуб, приводит к неплоской деформации эпицикла. 
Появление крутящего М к — Qh3 и изгибающего М3 =  Ph3 мо­
ментов обусловлено внецентровым приложением усилий от зубьев 
к ободу эпицикла.

В zm точках действуют усилия от шлицевого соединения эпи­
цикл — блокирующая муфта:

тангенциальная сила Р т — /  (P, zc, zm), 
радиальная сила Л іш — Р іш tg аш,



осевая сила Qtm — Р іш tg ßm»
изгибающий момент M lm =  Ріш\а,  
крутящий момент Мкіш =  Qimhm.
Нагрузка между шлицами распределяется неравномерно и за­

висит как от погрешностей изготовления шлицевых венцов по 
окружным шагам, так и от упругого деформирования ободьев эпи­
цикла и блокирующей муфты. Закон изменения реактивной на­
грузки в шлицах может быть записан в следующем виде:

Ріш =  Рш +  cm [ s - c o s  —  1 +  / ) +  Д м - cos  2 л  ( 1. 1)
L zm zm J

где Рш — средняя (расчетная) нагрузка, приходящаяся на шлиц, 
сш — жесткость пары шлицов, s — средняя величина зазора в 
шлицевом соединении эпицикл — блокирующая муфта, Дм —до­
полнительная деформация шлицов, обусловленная упругими де­
формациями элементов уравнительного механизма эпицикла, ] — 
сдвиг по фазе, определяющий положение пары шлицов с нулевым 
начальным зазором по отношению к сателлиту.

Тангенциальная сила Р іш найдется из условия равенства нулю 
суммы моментов всех сил относительно оси кольца

zm zui
M 3 'Z C -j-  2  M j i u  -j- 2  P i m  (P  ^ th) P p Z c  "

i — X i = X

Это уравнение может быть переписано в следующем виде
2Ш

- / > ( l - i ) , t +  (l +  £ ) S J V  =  0. (1.2)

Сумма всех сил Р іш равна
г Ш

% Р і
г=1

; Рш/Zuii

что с учетом (1.2) дает

А
р • ^  =  кшР.

2Ш
1 + Р

(1.3)

Тангенциальная сила Р іш в шлицах может быть выражена 
через усилия в зубчатом зацеплении в виде

Р;іш Л-Ш 1 +  T - cos Т~ (» — ! +  /) +д
ДМ 9_ zc 

COö б Л  — —
Лш ш

. (1.4)



Поскольку число шлицов zm значительно больше числа сател­
литов zc, будем считать, что после переноса всех сил от зубчатых 
зацеплений и шлицевого соединения на нейтральную ось эпи­
цикла, точка приложения сил от одного из зубьев совпадает с 
точкой приложения сил от одного из шлицов. Угловая координата 
этого сечения кольца в дальнейшем принимается за нулевую.

При решении задачи о деформации обода эпицикла, выпол­
ненного по схеме рис. 26, будем рассматривать его как кольцо с 
присоединенной тонкой упругой оболочкой. Считаем, что кольцо 
соединено с оболочкой по среднему радиусу р кольца. Система 
внешних сил, приложенных к кольцу, остается прежней и может 
быть в общем случае сведена к трем силам и трем моментам.

В случае, когда кольцо нагружено системой взаимно уравно­
вешенных сосредоточенных сил, нет надобности интегрировать 
дифференциальные уравнения равновесия кольца, а можно вос­
пользоваться методом наложения элементарных нагрузок, суть 
которого заключается в следующем [17, 53, 57J.

Если кольцо, нагруженное системой сосредоточенных сил, 
соединено со свободной безмоментной цилиндрической оболоч­
кой, то в месте сопряжения кольца с оболочкой возникают урав­
новешивающие нагрузки, касательные к нейтральной линии коль­
ца и направленные по бинормали к ней, распределенные по радиу­
су сопряжения кольца с оболочкой. Таким образом, в общем слу­
чае нагружения кольца системой пространственных сил необхо­
димо учитывать шесть элементарных нагрузок [57].

Если совокупность внешних сосредоточенных сил является 
взаимно уравновешенной, то распределенные нагрузки не оказы­
вают никакого влияния на изгиб кольца. Поэтому для учета сум­
марного влияния на кольцо любой совокупности взаимно урав­
новешенных сосредоточенных сил достаточно просуммировать 
влияние соответствующих распределенных нагрузок qt и р и 
относящихся к каждой из этих сил.

Для распределенных нагрузок qt и p t получены готовые ре­
шения [53, 57], которые представлены в табл. 5 —8 в рядах 
Фурье. В табл. 5 и 6 приведены внутренние силовые факторы, ко­
торые возникают в кольце под действием элементарных нагрузок. 
Общее выражение для некоторого силового фактора имеет вид

где N  — соответствующий внутренний силовой фактор; Q — соот­
ветствующее внешнее усилие.

В табл. 7 и 8 приведены элементы упругой линии кольца под 
действием элементарных нагрузок. Общее выражение для неко­
торого элемента упругой линии кольца имеет вид

N  = K nq-%-, (1.5)

и - К  Qp3 
и —  Ä “ Q пЕІ  ’ (1.6)
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Перемещение Радиальная сила, R Тангенциальная сила, Р Изгибающий момент

Радиальное, w
ОО
хр cos лѲ

ОО
Xi sin яѲ

ОО
хр sin лѲ

(Л5* — 1)а
71=2

^  Л(Л2 — 1)2 П-— 2 „ f 2

Тангенциаль­
ное, V

оо
sin пѲ

со
_  V  cos лѲ

ОО
хр cos лѲ

^  п (Л2— I ) 2 
тг=2

Л2(Л2__ 1)3
п—2

2л  П2(Л3 „ 1 )  
п—2

Угол поворота 
сечения тр

оо
sin лѲ

оо
Хр cos лѲ

оо
хр cos лѲ

^  пігі1— 1) 
тг= 2

Л3(Л3__1) 
n= 2 v ^  л2 п=2

Т а б л и ц а  8

Перемещение Осевая сила, Q Изгибающий момент, 
М и2/Р

Крутящ ий момент, 
М к/р

Осевое, л
ОО

{л2 +  ’Я) cos лѲ 
Zj ri2 (/г2 — I)2

71=2

оо
хр (л2 +  Я) sin л0
^  (ла — 1)2 

71=2

ОО
_хр 1 +  Я,) COS Л0

Z j (Л2 _  П2
71=2

Угол поворота 
сечения, трр

оо
_  V  (п2 +  s in  лѲ 

Z l  Й (Л2 _ 1 ) 2
тг=2

оо
л (я2 +  Я) cos лѲ

Zj (И2 _ 1 ) 3  
71=2

оо
хр л (1 +  Я) sin лѲ
Zj (Л2 _  і)2

71=2

Угол поворота 
сечения, Dp

оо
_  (1 +  Я) cos лѲ

Z j /Л2 _  1)2
71=2 v

ОО
хр л (1 +  Я) sin лѲ 
^  (Л2 —  I)2

71=2

оо
(1 +  л2Я) cos лѲ

Z j (лз _  і)2
71=2

где и — соответствующий элемент упругой линии кольца, /  — 
момент инерции сечения кольца относительно соответствующей 
оси.

Окончательные выражения для внутренних силовых факторов 
и элементов упругой линии кольца имеют вид

и

&  =  Т
М  1

RmQR (Ѳ) +  P-mQp (9) +  mQMi (Ѳ)|,

я  E l
M.

R m u ,  R  ( ° )  +  P  ■ m u ,  P  (0 ) +  m u .  m  (0 )

QmQ2Q(®) +

U2 =
Я E l

M „
p~ mQzM2

M.

M
(ѳ ) +  ~ 7 Г  m Q M , .  ( 0 )

Qmu A Q) +  -7Гтигмг(Ѳ) +
Mt--T\Æ (0 )

(1.7)

(1.8)



где Qx, их — внутренние силовые факторы и элементы упругой 
линии в плоскости кольца, (72, и2 — внутренние силовые факторы 
и элементы упругой линии, перпендикулярные к плоскости кольца.

Суммируя действие отдельных усилий, получим для общего 
случая, когда кольцо загружено любой совокупностью взаимно­
уравновешенных сосредоточенных сил и моментов, следующие 
выражения для внутренних силовых факторов и элементов упру­
гой линии кольца

2 [R imQln (ѳ -  Фі) +  p imQlP (Ѳ -  Ф4) +
М л .h т.Qj-M, (® Фі) ( 1 . 9 )

=  1 (Ѳ -  Фг) +  Р ітиіР (Ѳ -  Фг) +  

ми 1

<?s2 = T ? Q  im Q,Q ( Ѳ - •Фі) +
миА

P m Q2M2(e  - -  Ф:і) +
М , .

+ —- mr
P «

1CD
SA

% -Фі) ? (1 .1 0 )

(Ѳ - Фі) +
M U2 i  

p т игМ г  (9  “-  ф4) +

м..
4 - P WU,MK(9 Фі) •

Системой уравнений (1.8—1.10) полностью решается задача 
о статической неопределимости и нахождения деформации замк­
нутого кругового кольца, нагруженного системой сосредоточен­
ных сил и моментов.

В приведенных формулах и табл. 7, 8 принято следующее 
правило знаков: радиальные силы R t считаются положительными, 
если они направлены к центру кольца; тангенциальные силы P t 
положительны, если они направлены в сторону уменьшения угла Ѳ; 
изгибающие моменты М и1 положительны, если они увеличивают 
угол 0, радиальное перемещение w положительно при перемеще­
нии рассматриваемой точки кольца по направлению к его цент­
ру; тангенциальное перемещение ѵ положительно при перемеще­
нии рассматриваемой точки кольца в сторону увеличения угла Ѳ; 
угол поворота сечения у положителен, если при повороте сечения 
увеличивается угол Ѳ. Углы Ѳ и фг отсчитываются от любой фик­
сированной точки кольца, причем через Ѳ обозначена угловая 
координата того сечения кольца, для которого находятся внут-
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решше силовые факторы и элементы упругой линии кольца, а 
через фг — угловая координата той точки кольца, в которой при­
ложены внешние усилия Qxi и Ç2i. Положительное направление 
углов Ö и ф, принято по часовой стрелке.

Для эпицикла, имеющего конфигурацию рис. 26, изложенный 
метод элементарной нагрузки не может быть использован. Для 
расчета на прочность и жесткость обода эпицикла, выполненного 
в виде кольца (зубчатого венца), соединенного с тонкой упругой 
оболочкой (рнс. 26), можно воспользоваться готовыми решениями 
для случая нагружения кольца сосредоточенными силами [571. 
В табл. 9 и 10 приведены формулы для внутренних силовых факто­
ров, которые возникают в кольце под действием сосредоточенных 
сил. Общее выражение для некоторого внутреннего силового 
фактора по-прежнему имеет вид (5).

Входящие в формулы табл. 9 и 10 коэффициенты имеют сле­
дующий вид

/г
п ~  т (И1 — I)2 (га2 +  аі) +  а2 ’

р ’ _  ________________(га2 +  аз)_______________
п (л- +  X) (л2 +  аз) +  л2 (л2 ■— I)3 (л2 +  4аз) гаі ’

а , =  12Я0р * /ед  «2 =  l 2 E 0h0p* /EIJ*,

а3 = аД 4, 1 E h l ' .  

a i ~  4 ' EohoR* ’

где Z, — длина и толщина оболочки, Е 0, G0 — модуль упру- 
~гости первого и второго рода материала оболочки, Е, G — модуль 
упругости первого и второго рода материала кольца, І г, І 2 — 
моменты инерции сечения кольца относительно осей перпенди­
кулярной и лежащей в его плоскости, І к — момент инерции кру­
чения сечения кольца, К ^ E I^ /G I^  —отношение жесткостей.

При выводе формул принималось, что кольцо тонкое и нера­
стяжимое; одна из главных осей сечения кольца лежит в его 
плоскости; оболочка — тонкая, безмоментная, заделанная на 
одном торце, соединена с кольцом по его среднему радиусу. Пред­
полагалось, что при действии нагрузок в плоскости кольца оно 
абсолютно жесткое из своей плоскости, а при действии нагрузок 
перпендикулярно к плоскости кольца оно абсолютно жесткое в 
своей плоскости.

Подставляя внутренние силовые факторы из табл. 9 и 10 в 
дифференциальные уравнения упругой линии кольца, найдем 
элементы упругой линии кольца под действием различных сосре­
доточенных нагрузок. В табл. И и 12 приведены значения эле­
ментов упругой линии кольца. Общее выражение для некоторого 
элемента упругой линии кольца имеет вид (6), так что в таблицах 
приведены значения соответствующих коэффициентов упругих 
перемещений кольца.
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Структурные формулы для внутренних силовых факторов и 
элементов упругой линии кольца, а также общие формулы для 
произвольной системы сосредоточенных сил, действующих на 
кольцо, в данном случае также имеют вид (7) — (10).

Таким образом, применение приведенных выше формул поз­
воляет рассчитывать ободья центральных колес кольцевой формы 
и кольца, соединенного с оболочкой, на прочность и жесткость 
при произвольной системе сосредоточенных сил. Такая задача 
возникает при решении задач, относящихся к распределению на­
грузки по параллельным потокам мощности в планетарных ме­
ханизмах. В некоторых случаях, однако, достаточно располагать 
расчетными формулами при условии, что внешние нагрузки, дей­
ствующие в зубчатых зацеплениях сателлитов с центральными 
колесами, равны между собой.

При равных нагрузках необходимо рассмотреть кольцо под 
действием периодической системы сил. В этом случае расчетные 
формулы принимают достаточно компактный вид.

§ 2. Симметричная|деформация центрального колеса

Рассматривая деформированное состояние обода центрального 
колеса кольцевой формы, необходимо учитывать усилия от зуб­
чатых зацеплений сателлиты—центральное колесо и шлицевого 
соединения между центральным колесом и сопряженной деталью. 
Совместное действие сил от зубчатых зацеплений и шлицевого 
соединения можно учесть суммированием влияний на деформацию 
обода центрального колеса обеих групп нагрузок:

=  Q l3  +  (? 2 3  +  (?1Ш  +  *?2Ш )

=  Ulз -j- W23 -|- Н1ш -f- UiШ- (2-1)

В этих формулах индексом 1 обозначены величины, опреде­
ленные в предположении равномерного распределения нагрузки 
по сателлитам (шлицам), а индексом 2 — неравномерного распре­
деления нагрузки. Поскольку закон распределения нагрузки по 
шлицам записан в аналитической форме (1.1), то определение 
последних слагаемых в формулах (2.1) с помощью формул (1.9) и 
(1.10) не составит труда.

Определение в общем виде вторых слагаемых в формулах (2.1) 
не представляется возможным, так как, во-первых, при проекти­
ровании планетарного механизма величина перегрузки сателли­
тов задана быть не может, а, во-вторых, в общем случае не изве­
стен закон распределения нагрузки по сателлитам. Поэтому для 
определения вторых слагаемых в формулах (2.1) необходимо задать-- 
ся аналитической формой закона распределения нагрузки по 
сателлитам.



Поскольку неравномерное нагружение сателлитов обусловлено 
проявлением первичных погрешностей деталей, которые имеют 
случайную природу, то, задаваясь некоторым распределением 
этих случайных величин, можно получить также некоторое ве­
роятное деформированное состояние обода центрального колеса. 
На практике, однако, интерес представляет максимальная вели­
чина неравномерности деформирования обода центрального коле­
са, которая может быть определена по формулам (2.1) после со­
ответствующего анализа первичных погрешностей деталей пла­
нетарного механизма и выбора наиболее неблагоприятного соче­
тания этих погрешностей.

Рассмотрим первые слагаемые в формулах (2.1), соответствую­
щие равномерному распределению нагрузки по сателлитам. Вы­
полняя необходимые преобразования, получим окончательные 
выражения для искомых величин:

Значения коэффициентов, входящих в формулы (2), получен­
ные после суммирования (1.9) и (1.10) с учетом равномерного 
расположения сателлитов по окружности, представлены в табл. 
13-16 .

Особый интерес при расчете обода центрального колеса на 
прочность и жесткость представляют величины Q и и в точках 
приложения усилий от зубчатых зацеплений. Полагая в форму­
лах табл. 13—16 Ѳ =  0, получим

Аналогичный вид имеют выражения для внутренних силовых 
факторов и элементов упругой линии центрального колеса, вы­
полненного в виде кольца, скрепленного с тонкой упругой обо­
лочкой. Только в этом случае в формулах (2.1) два последних сла­
гаемых, учитывающих нагрузки на шлицах, следует положить 
равными нулю. В табл. 17—20 приведены значения коэффициен­
тов, входящих в формулы (2.2).

Рассмотрим теперь два последних слагаемых в формулах (2.1), 
связанных с действием реактивных усилий в шлицах. Третье сла­
гаемое в этих формулах, характеризующее действие равномерной 
нагрузки на шлицах, может быть определено непосредственно из 
табл. 13—16, если в них положить z=  zm. Оказывается, что равно­
мерная реактивная нагрузка на шлицах практически не оказы­
вает влияния (при большом числе шлицов) на элементы упругой 
линии кольца и на изгибающий момент в плоскости кольца.

(2.2)

(2.3)
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Например, равномерно распределенная радиальная нагрузка 
вызывает равномерное растяжение кольца, определяемое фор­
мулой [52J

W G \i =  г с  р

EF , ЕІЛ
р2 г  р- У ’ ( 2 .4 )

где гор — интенсивность равномерной радиальной нагрузки, EF, 
Е Іг — жесткость кольца на растяжение и изгиб.

Как показывают расчеты, величиной шер при определении 
деформативности ободьев центральных колес можно пренебречь. 
Нормальная и перерезывающая силы при равномерном нагруже­
нии шлицов изменяются на величину

N va = III

Я

к
р

(?іш — ' tsr а„ (2.5)

Таким образом, системой уравнений (2.2) — (2.4) полностью ре­
шается задача о деформированном состоянии обода центрального 
колеса под действием равномерных усилий в зубчатых зацепле­
ниях и шлицевом соединении.

Относительно определения последнего слагаемого в формулах
(2.1) , характеризующего влияние неравномерной составляющей 
реактивной нагрузки в шлицах, необходимо иметь в виду следую­
щее. Для нахождения последних слагаемых (2.1) в выражения 
(1.9) и (1.10) следует ввести последние слагаемые из формулы
(1.1) Нетрудно убедиться, что все интегралы, входящие в эти фор­
мулы, принимают ограниченные значения, поэтому поправки 
Q-iui, и 2т будут малыми величинами по сравнению с (J13, и13, так 
как 1>ШСР с увеличением zm стремится к нулю. В связи с этим мож­
но сделать вывод, что нри расчете на прочность обода централь­
ного колеса влиянием реактивных усилий в шлицах можно пре­
небречь.

В тех случаях, когда необходимо учесть влияние неравномер­
ных составляющих реактивной нагрузки в шлицах, можно по­
ступить следующим образом. Косинусоидальная нагрузка, обус­
ловленная погрешностями изготовлеиния шлицевых венцов, мо­
жет быть интерпретирована как дополнительная система сосре­
доточенных сил

Р г ш  —  Р ; 1 ' ш  - = -  ,  Р ‘іт ~  P k г а  -  ' ш ,  Wl-im  ~  ~~~ ,
0 0 О

приложенных в сечении с координатой Ѳ =  Ѳ*. В таком случае 
действие каждой из сосредоточенных нагрузок может быть уч­
тено непосредственно с помощью метода элементарных нагрузок, 
изложенного выше (см. табл. 5 —8). Варьируя угол Ѳ*, можно 
оценить влияние неравномерного распределения нагрузки по 
шлицам, обусловленного погрешностями изготовления шлице­
вых венцов, на деформацию обода центрального колеса.

Что касается последнего слагаемого в формуле для нагрузки 
на шлицах, связанного с деформативностью сопрягаемых муфт,



то учет его не представляет труда, так как всякая периодическая 
нагрузка вида cos пд является самоуравновешенной системой сил, 
для которой имеются готовые решения [52].

В изложенном методе расчета обода эпицикла предполагалось, 
что внешние сосредоточенные силовые факторы действуют на нейт­
ральной линии кольца, в действительности нагрузка от зубьев 
или шлицов передается на кольцо по участку конечной длины. 
Поэтому можно ожидать, что в сечениях, расположенных доста­
точно близко от нагруженных зубьев эпицикла, будет происхо­
дить изменение эпюры напряжений, связанное с местным возму­
щением поля напряжений от нагруженных зубьев.

Аналитическое решение этого вопроса представляет значитель­
ные трудности и может быть получено на основании ряда допу­
щений, поэтому экспериментальное исследование должно было 
выявить действительную картину распределения изгибных напря­
жений по высоте сечения обода эпицикла.

При исследовании использовались проволочные датчики соп­
ротивления, имевшие базу измерения I =  5 мм и активное соп­
ротивление R =  104 ом. Тензодатчики наклеивали розетками в 
нескольких равномерно отстоящих друг от друга сечениях, при 
этом один датчик ориентировался в тангенциальном направлении, 
другой — в радиальном направлении, а третий — под углом 45° 
к первым двум. Ось тангенциального датчика одной из розеток 
совпадала со средней линией минимального сечения обода эпи­
цикла, оси же тангенциальных датчиков двух других розеток 
располагались соответственно на 5 мм выше и ниже этой оси.

Тензометрирование эпициклов показало, что деформация ра­
диальных датчиков ег значительно меньше деформации танген­
циальных датчиков e.R, поэтому расчетная величина относитель­
ной деформации обода эпицикла в тангенциальном направлении 
может быть определена по формуле

В зависимости от расположения тензодатчиков по высоте 
сечения эпицикла координата у принимает значения 0, + 5  и 
—5 мм, а координата z для всех тензодатчиков равна половине 
ширины обода эпицикла BI2.

На рис. 28 приведены экспериментальная и расчетная эпюры 
относительной деформации тангенциального датчика (у =  5 мм, 
К г = 1).

Некоторое превышение расчетных величин деформации над 
экспериментальными вызвано тем, что не приняты во внимание 
влияние наличия зубьев на жесткость обода эпицикла и более 
плавное нагружение эпицикла усилиями от зубчатых зацеплений 
по сравнению с сосредоточенными усилиями, принятыми при рас­
чете эпицикла на прочность.



Так, из приведенных эпюр деформаций видно, что наибольшее 
их отклонение наблюдается после выхода зуба сателлита из за­
цепления. При этом расчетная эпюра деформаций имеет резкий 
скачок, связанный с изменением в этом сечении изгибающего мо­
мента М 1. Естественно, что в действительности, в связи с пере­
распределением нагрузки между одновременно работающими зубь­
ями, не может происходить такого изменения деформации тен­
зодатчика, поэтому экспериментальная эпюра имеет более плав­
ный характер.

Тензометрирование эпициклов проводилось при различных 
сочетаниях шлицевых венцов в соединении, поэтому представи­
лась возможность экспериментально оценить влияние закона 
распределения реактивной нагрузки по шлицам на напряженное 
состояние обода. Обработка результатов тензометрирования эпи­
циклов показала, что какой-либо зависимости между способом 
сочетания шлицевых венцов и относительной деформацией тен­
зодатчиков не существует. Была также сделана попытка сопоста­
вить величины относительных деформаций тензодатчиков с за­
зорами в тех шлицах, которые находились непосредственно над 
датчиками. Оказалось, что такие «местные» зазоры в шлицах ока­
зывают некоторое влияние на величину относительной деформации 
датчика — с увеличением зазоров в шлицах относительная де­
формация датчика незначительно увеличивалась.

Таким образом, экспериментальная проверка расчетного ме­
тода определения напряженного и деформированного состояний 
обода эпицикла показала его достаточную точность, что подтверж­
дает правильность принятой расчетной схемы. Оказалось, в част­
ности, что, определяя напряжения в ободе эпицикла, можно огра­
ничиться учетом усилий только от зубчатых зацеплений, прене­
брегая в то же время реактивными усилиями в шлицах.

Разработанный метод расчетного определения податливости 
обода эпицикла был экспериментально проверен в процессе виб-

Р и с. 28. Эпюры относительных деформаций тангенциального датчика 
— эксперим ент,---- —расчет
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P и с. 29. Распределение относительных деформаций по высоте сечения 
эпицикла

рационных испытаний планетарного редуктора. Так, испытания 
показали, что резонансная частота /  =  1050 гц обусловлена жест­
костью зубчатого зацепления сателлит — эпицикл. На основании 
этого величина жесткости обода эпицикла оказалась равной рас­
четной величине Суд =  54.000 кГісм2.

Эти данные были вторично проверены при испытании редук­
тора резонансным методом. В системе редуктора в неподвижном 
состоянии с помощью специального вибратора через солнечную 
шестерню возбуждались крутильные колебания. С помощью пьезо­
электрических датчиков типа 14ДК-2, с некоторых деталей ре­
дуктора (солнечная шестерня, сателлиты, эпицикл, водило) сни­
мались спектрограммы в диапазоне частот от 200 до 5000 гц.

13 процессе этих испытаний в спектре частот колебаний эпи­
цикла резко выделялась резонансная частота /  =  1050 гц, что 
также подтверждает правильность расчетного определения по­
датливости обода эпицикла.

Большое практическое значение для прочностного расчета 
имеет характер распределения напряжений по высоте сечения. 
Приведенная выше эпюра относительных деформаций построена 
для тензодатчика, находящегося на 5 мм выше средней линии 
сечения эпицикла. Сопоставление экспериментальных эпюр отно­
сительных деформаций показало, что чем ближе к зубчатому 
венцу расположен тензодатчик, тем больше разница в экспери- 
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ментальной и расчетной эпюрах относительной деформации тен­
зодатчиков. На рис. 29 приведены эпюры относительных дефор­
маций е0, построенные по показаниям тензодатчиков, располо­
женных в нескольких сечениях по высоте сечения обода эпицикла.

Характер изменения относительных деформаций по сечению 
обода эпицикла существенно зависит от расположения сечения от 
нагруженного зуба. В зоне, прилежащей к нагруженному зубу, 
обод эпицикла подвержен действию резко выраженных изгибаю­
щих напряжений. По мере удаления от нагруженного зуба рас­
пределение напряжений быстро изменяется. Так, в сечении Ѳ =  
---7П 24° обод испытывает только растягивающие или сжимающие 
напряжения, а изгиб обода практически отсутствует, и только в 
зоне, расположенной на равном расстоянии от сателлитов (Ѳ =  
=  60°), на обод эпицикла действуют небольшие сжимающие изгиб- 
ные напряжения. Такой характер распределения напряжений хо­
рошо соответствует расчетным эпюрам М г и N  и объясняется осо­
бенностями нагружения эпицикла усилиями от зубчатых зацеп­
лений сателлит — эпицикл.

Характерной особенностью приложения усилий к ободу эпи­
цикла от зубчатых зацеплений является наличие в числе состав­
ляющих нагрузки сосредоточенного изгибающего момента Ph3, 
вызванного внецентровым приложением окружного усилия Р. Он 
оказывает существенное влияние на распределение напряжений 
по высоте сечения обода эпицикла. Внутренние волокна, ближе 
всего расположенные к нагруженному зубу, находятся в зоне 
концентрации изгибных напряжений в основании зуба. Поэтому 
чем ближе к зубчатому венцу находится тензодатчик, тем больше 
на его показания влияет местная концентрация изгибных напря­
жений в основании нагруженного зуба.

Тензометрирование обода эпицикла подтверждает это поло­
жение. Действительно, как следует из рис. 29, в зоне, прилежа­
щей к нагруженному зубу, все три тензодатчика записывают от­
носительную деформацию одного знака. Особенно четко это про­
является в момент, когда тензодатчики находятся в сечении, где 
действует сосредоточенный изгибающий момент Ph3. Поскольку 
тензодатчик 5 ближе всех расположен к нагруженному зубу, то 
его относительтная деформация максимальна: датчики 2 и 8, распо­
ложенные в более удаленных от зубчатого венца волокнах, в мень­
шей мере подвержены действию изгибающего момента Ph3. Как 
показывает рис. 29, действие сосредоточенного изгибающего мо­
мента быстро падает по мере удаления сателлита от сечения, где 
установлен тензодатчик, при этом оно не одинаково при прибли­
жении и удалении сателлита от тензодатчика.

Экспериментальное исследование напряженного состояния 
обода эпицикла указывает на необходимость учитывать все со­
ставляющие нагрузки на зубчатом венце: окружную Р, радиаль­
ную R силы и изгибающий момент М а1 = Ph3. По данным работы 
[49], в зависимости от конфигурации сечения обода эпицикла



напряжения, вызванные местным изгибающим моментом М ш = 
= P-h3, могут составлять до 70% от суммарных напряжений.

Установленный закон распределения напряжений по сечению 
обода эпицикла позволил уточнить вопрос об определении допол­
нительных перемещений зуба, обусловленных деформативностью 
части обода, прилежащей к зубу (§ 1.2). В работе [74] предлага­
ется определять деформацию прилежащей к зубу части обода в 
предположении, что точка пересечения оси зуба и нейтральной 
оси обода зубчатого колеса не перемещается в результате местной 
концентрации изгибных напряжений в основании нагруженного 
зуба.

Проведенное экспериментальное исследование показало, что 
даже для такого достаточно жесткого обода эпицикла, который 
был испытан (Н0Ір =  0,09), это предположение неправомерно. 
Поэтому при расчете деформации прилежащей к зубу части обода 
(§ 2 гл. первой) было принято, что неподвижные точки находятся 
на поверхности зубчатого колеса в некотором удалении от на­
груженного зуба, а не в глубине его, что более соответствует про­
веденному эксперименту, поскольку местное возбуждение поля 
напряжений достаточно быстро затухает с удалением от нагру­
женного зуба (с ростом угла Ѳ).

§ 3. Дополнительная деформация зубьев,
обусловленная податливостью ободьев 
центральных колес

Деформация ободьев центральных колес приводит к увеличению 
перемещений контактирующих зубьев, увеличивая тем самым 
податливость зубчатого зацепления. При расчете жесткости зуб­
чатого зацепления интерес представляют перемещения непосред­
ственно в местах приложения усилий от сателлитов. Поэтому 
воспользуемся формулами (2.2) для определения дополнительных 
перемещений зубьев и шлицов, обусловленных податливостью 
обода центрального колеса.

Перемещение точки приложения тангенциальной (окружной) 
силы Р на зубе, вызванное деформацией обода центрального коле­
са, измеренное вдоль линии зацепления, являющейся линией 
пересечения плоскости зацепления торцовой плоскости, может 
быть определено следующим образом:

Ап =  и? sin cts +  (к +  /і3̂ ) cos а £. (3.1)

Определим удельную податливость обода центрального колеса 
как отношение перемещения А „ к удельной нормальной нагрузке 
на профиле зуба р п = P J B  (где В — ширина зубчатого венца). 
Выражая силу р п через окружное усилие Р, действующее в зуб­
чатом зацеплении сателлит—центральное колесо, найдем удельную



податливость обода центрального колеса 
Д ß

0 0б =  —-  =  -р- [го • sin a s • cos а3 +  (v +  h3y) cos2 a s 
Pn

(3.2)

Поскольку собственные податливости по радиальному упру­
гому перемещению w равны нулю, то в соответствии с (2.3) фор­
мула (3.2) примет вид

боб ^  Е  ( f fQ/p)» kj (kw Sin2 Äs +  co s2  a *)’ ( 3 -3 )

где f f0 — минимальная толщина обода центрального колеса, 
кі — коэффициент, учитывающий влияние наличия зубьев на 
жесткость обода центрального колеса, kw, кѵ — коэффициенты 
радиальных и тангенциальных упругих перемещений централь­
ного колеса.

При записи формулы (3.3) принято, что обод центрального 
колеса имеет прямоугольное сечение с шириной В и толщиной 
Н 0. Рекомендации по определению коэффициента жесткости кі 
будут приведены в следующем параграфе.

Коэффициенты упругих перемещений kw и к„ с учетом дан­
ных табл. 15 могут быть определены по формуле

kw = k°wд; кѵ = к°ѵр -j- (k°vM +  kyP) -2- +  kyM . (3.4)

Из формулы (3.4) видно, что если коэффициент радиальных 
перемещений зависит только от числа сателлитов в планетарном 
редукторе, то коэффициент тангенциальных перемещений кѵ за­
висит также и от положения точки контакта на профиле зуба. 
Поскольку коэффициенты к°ѵМ и куР равны между собой (в матрице 
жесткости С они расположены симметрично относительно глав­
ной диагонали), то в зависимости от того, наружные или внутрен­
ние зубья на центральном колесе, коэффициент при h j р в фор­
муле (3.4) обращается в нуль или удваивается.

Таким образом, в общем виде формула для коэффициента тан­
генциальных перемещений имеет вид

t'v — а +  Ь ( с ---- . (3.5)

Если изгибающий момент М ш направлен так, что увеличивает 
угол Ѳ, то значения коэффициентов, входящих в (5), следует оп­
ределять из табл. 15; если изгибающий момент М Ш1 действует в 
противоположном направлении, то

а — Ä?p, b — кум, с =  0. (3.6)
4

Из формулы (3.5) следует, что коэффициент тангенциальных 
перемещений к0 имеет минимум при некотором значении h3!р , за­



висящем от числа сателлитов в планетарном редукторе. Это зна­
чит, что при однопарном зацеплении зубьев в зацеплении сателлит— 
центральное колесо может происходить изменение жесткости зуб­
чатого зацепления по фазе зацепления. В зацеплении сателлит- 
эпицикл это изменение будет незначительным, так как отношение 
h„lр невелико, в зацеплении сателлит—солнечная шестерня при 
малых р это изменение следует принимать во внимание, поскольку 
оно может повлиять на виброакустические характеристики ре­
дуктора.

Для ободьев центральных колес, выполненных в виде кольца, 
соединенного с оболочкой, структурная формула для удельной 
податливости остается прежней (3.3). Значения коэффициентов 
радиальных k w и тангенциальных к„ перемещений могут быть оп­
ределены из табл. 15 в соответствии с формулами (3.4).

Для дополнительных перемещений шлицов, обусловленных 
податливостью ободьев центральных колес кольцевой формы, по 
аналогии можно записать зависимости типа (3.1). Применитель­
но к шлицевым соединениям центральных колес представляет ин­
терес знание дополнительных перемещений шлицов не только по 
нормали к профилю, но и по касательной, поскольку, например, 
относительное проскальзывание профилей шлицов определяется 
в том числе и упругим деформированием ободьев центральных 
колес. Разница по сравнению с (3.1) заключается в том, что если 
поворот сечения вызывает положительное смещение зубьев, то 
смещение шлицов будет отрицательным.

Рассмотрим поворотную деформацию ободьев центральных 
колес, приводящую к нарушению контакта зубьев и концентрации 
нагрузки по длине зубчатого венца. Если центральные колеса 
имеют кольцевую форму, то поворотная деформация обода мо­
жет иметь место только в косозубом зубчатом зацеплении за счет 
внецентрового приложения осевых нагрузок на зубьях и шлицах. 
Если же центральные колеса имеют форму кольца, соединенного 
с оболочкой, то поворотная деформация обода может иметь место 
не только в косозубом, но и в прямозубом зубчатом зацеплении 
за счет изгиба оболочки под действием радиальных нагрузок на 
зубьях колес.

Угол поворота обода центрального колеса в сечении, характе­
ризуемом углом Ѳ, может быть определен из выражения

Ѵ* =  ^  (kvQ +  К м ,~  +  Кмк -J-j , (3.7)

где Q — осевая сила в зубчатом зацеплении сателлит—центральное 
колесо, I — плечо действия силы Q, создающее изгибающий мо­
мент Л/И2)й3 — плечо действия силы 0, создающее крутящий мо­
мент М к.

Как указано выше, в зубчатом зацеплении отсутствует изги­
бающий момент ЛІа2, поэтому, полагая 1 = 0, получим выраже-



(3.8)Qp2
E h kvQ “Ь kvМк

Поворотная деформация кольца, вызванная равномерно рас­
пределенным по периметру крутящим моментом, связанным с 
внецентровым приложением осевых сил в шлицах, может быть 
найдена по формуле (3.8), если угол n/Zc будет стремиться к 
нулю. Тогда формула для равномерной составляющей угла по­
ворота сечений обода центрального колеса примет вид

Ѵш
QmP2
яЕ І2

(3.9)

В сечениях, где действуют усилия от сателлитов, углы пово­
рота vs и ѵщ имеют одинаковый знак, поэтому суммарный угол 
поворота определится с учетом (3.8) и (3.9) в виде

(3.10)

Для обода центрального колеса, выполненнного в виде кольца 
с присоединенной оболочкой, угол поворота кольца, вызван­
ный осевыми усилиями, может быть также определен по формуле 
(8).

Поворотная деформация ободьев центральных колес имеет 
большое значение для расчета на прочность зубчатых зацеплений 
в редукторах с податливыми ободьями зубчатых колес. Формулы 
(3.8)—(3.10) позволяют определить угол упругого перекоса зубьев 
и найти соответствующий ему коэффициент концентрации нагруз­
ки [28, 54], а в случае необходимости применить корректировку 
угла наклона зубьев, компенсирующую упругую деформацию 
зубьев.

§ 4. Влияние зубьев
на деформацию ободьев центральных классов

При расчетах на прочность и жесткость ободьев зубчатых колес 
последние рассматриваются как тонкие упругие кольца, толщина 
которых равна толщине минимального сечения (между впадина­
ми зубьев и шлицов) [49]. В действительности наличие зубьев и 
шлицов на ободе центрального колеса повышает его жесткость и 
прочность, поэтому при уточненных расчетах это необходимо 
учитывать.

Теоретическое решение задачи о влиянии зубьев и шлицов на 
жесткость обода зубчатого колеса представляет значительные 
трудности 12], поэтому на практике нашли распространение эк­
спериментальные методы исследования этой проблемы.

Для учета влияния зубьев на жесткость обода зубчатого ко­
леса обычно вводится коэффициент кі, равный отношению момен-



тов инерции некоторого эффективного / Зф и минимального / 0 мо­
ментов инерции сечений обода

кі =  / Ѳф//0. (4.1)

Поэтому при проведении жесткостных расчетов ободьев зубчатых 
колес необходимо располагать величинами эффективной толщины 
сечения Н 0ф и радиуса центров тяжести сечения обода р Эф. Наз­
начение этих величин представляет значительные трудности, 
так как наличие зубьев повышает жесткость обода зубчатого ко­
леса.

Эффективная толщина сечения обода зубчатого колеса Н эф 
может быть выражена через минимальную толщину сечения Н0 
в виде

# Эф =  #0 +  ктп, (4.2)

где тп — нормальный модуль зацепления, к — коэффициент, 
зависящий от геометрических параметров сечения (отношения 
высоты зуба к толщине обода, угла наклона зубьев, радиуса 
кривизны обода).

Тогда для обода зубчатого колеса прямоугольного сечения вы­
ражение для коэффициента жесткости Ад примет вид

( « >

В литературе имеются некоторые рекомендации по выбору 
величины коэффициента жесткости Ад, полученные эксперимен­
тальным или эмпирическим путем.

Как следует из структурной формулы (4.3), величина коэф­
фициента жесткости Ад полностью определяется коэффициентом 
Ä, зависящим от геометрических параметров обода зубчатого 
колеса. Поэтому представляет интерес оценить изменение величи­
ны к по данным опубликованных работ. Как видно из табл. 21, 
величина коэффициента к значительно изменяется, колеблясь в 
широких пределах от 0,396 до 1,750, при этом большие значения 
соответствуют более жестким ободьям зубчатых колес.

Из обзора работ, посвященных исследованию влияния зубьев 
на жесткость обода зубчатого колеса, видно, что, как правило, 
эти исследования проводились на моделях реечного типа, поэтому 
величины коэффициентов жесткости Ад могут быть использованы 
в расчетной практике с определенными коррективами. Только в 
работах [49, 2] исследования выполнялись на реальных эпицик­
лах планетарных редукторов, причем в первой из них нагружение 
эпициклов осуществлялось в модельных условиях, а во второй — 
эпицикл нагружался в реальных условиях непосредственно в 
планетарном редукторе.

Другая особенность проведенных экспериментальных иссле­
дований по определению Ад заключалась в том, что в них, за
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исключением работы [2], коэффициент Ад находили только срав­
нением перемещений образца при наличии или отсутствии зубьев. 
Однако совершенно не исследовалось распределение напряжений 
по высоте сечения образца. Но очевидно, что наличие зубьев из­
меняет положение нейтральной линии исследуемого образца, 
поэтому анализ распределения напряжений по высоте сечения 
образца позволит проверить полученные на основании измерения 
перемещений образца данные.

Определение коэффициента жесткости Ад прямым путем по 
результатам измерения перемещений обода зубчатого колеса по 
простой схеме нагружения не всегда представляется возможным. 
В некоторых случаях желательно определять Ад в реальных 
условиях работы зубчатого колеса непосредственно в редукторе. 
В связи с этим был разработан тензометрический метод определе­
ния коэффициента жесткости Ад обода зубчатого колеса [7], экспе­
риментальная проверка которого была проведена на эпицикле 
планетарного редуктора, имеющего следующие геометрические 
размеры поперечного сечения:

Минимальная толщина сечения Н 0 =  3,611 см,
Ширина обода В =  12,50 см,
Момент инерции сечения І х =  489 см4,
Радиус нейтральной окружности обода р0 =  60,894 см.
Определение влияния зубьев на жесткость обода зубчатого 

колеса сводится по существу к нахождению реальной жесткости 
колеса и сопоставлению ее с расчетной величиной, полученной 
на основании теоретического рассмотрения задачи о податливости 
обода зубчатого колеса. В модельных условиях влияние зубьев 
на жесткость образцов определяется в чистом виде, сопоставлени­
ем измеренных перемещений соответствующих точек при наличии 
зубьев и после их удаления механическим путем. Естественно, 
что в данном случае применим первый метод исследований, т. е. 
измерение перемещений точек обода, а в качестве расчетных фор­
мул для перемещений и напряжений в ободе зубчатого колеса 
следует использовать формулы, полученные для кольца под дей­
ствием выбранной при эксперименте совокупности сил.

Нагружение образцов в подобных экспериментах выбирается 
таким, чтобы упростить проведение исследования. Например, 
при испытании плоских образцов наиболее простым будет на­
гружение их в середине пролета после установки на две опоры. 
В случае испытания эпициклов наиболее простое нагружение 
осуществляется двумя противоположно направленными силами. 
Поскольку основной целью исследования была проверка тензо­
метрического метода определения коэффициента жесткости Ад, 
то нагружение эпицикла осуществлялось в модельных условиях 
двумя противоположно направленными радиальными силами.

Наклейка тензодатчиков на ободе эпицикла осуществлялась 
только в одном радиальном сечении. Испытания были проведены



при двух схемах наклейки тензодатчиков. Во-первых, была при­
менена мостиковая схема, при которой рабочими были тензодат­
чики, ориентированные в тангенциальном направлении, а компен­
сационными — ориентированные в радиальном направлении. 
При этом использовались тензодатчики с базой 1 = 5 мм и актив­
ным сопротивлением R = 90 ом. Основной недостаток такой схе­
мы измерения — это ее невысокая надежность, так как компенса­
ционные тензодатчики регистрируют также незначительные ра­
диальные относительные деформации. Поэтому полученный ре­
зультат будет отличаться от действительных напряжений, причем 
погрешность измерения напряжений оценить не удается. Во- 
вторых, были применены одиночные тензодатчики с базой 1 =  
=  15 мм и активным сопротивлением R = 304 ом, которые рас­
полагались па эпициклах в тангенциальном направлении.

Радиальные перемещения точек эпицикла измерялись инди­
катором стрелочного типа с ценой деления 0,02 мм. Показания 
тензодатчиков регистрировались с помощью тензометрического 
усилителя. Эпицикл нагружался ступенчатой нагрузкой от 0 
до 1000 кГ через каждые 250 кГ. Испытания показали, что изме­
рение напряжений по мостиковой схеме имеет невысокую точность.

Аналитические выражения для радиальных перемещений точек 
нейтральной оси обода эпицикла под действием двух радиальных 
сжимающих сил имеют вид

где
іиа = Prß

тщ Я

гг’з =  ЩІ’п, 

— ( s'iii Ѳ + -----Ѳ j cos 0 I

Подставляя значения величин, входящих в эту формулу для ис­
пытанных эпициклов, получим

іѵ3 =  2,13Р ■ 10~2 мм,
кі

что для нагрузки Р = 1000 кГ даст

(1000) =  2 , 1 3 мм
кі

и
wn (1000) =  2,13 kw мм.

В табл. 22 приведены результаты определения коэффициента 
жесткости кі по измеренным радиальным перемещениям обода 
эпицикла. Данные здесь отношения текущих значений w ^ lw ^  
показывают, что эпюры расчетных и экспериментальных величин 
перемещений подобны между собой.

Исключение составляют эти отношения при угле Ѳ =  45°, 
что связано с малыми величинами измеряемых перемещений и



е° М М
іР о ( 8 )  

Wo  ( 0 )

V3uмм
W 2t
М М

w, (8 )

™і(0)
w«(8) 
U>! (0) *г, k i

0 —1,58 1,000 -1 ,1 7 —1,13 1,000 1,000 1,350 1,400 1,375
15 —1,33 0,842 —0,98 —0,94 0,838 0,831 1,358 1,415 1,387
30 -0 ,7 1 0,449 —0,47 —0,51 0,401 0,451 1,511 1,391 1,451
45 0,06 —0,039 0,11 0,11 -0 ,0 9 4 —0,097 — — ___

60 0,77 —0,487 0,53 0,55 —0,453 —1,486 1,453 1,400 1,426
75 1,28 —0,810 0,90 0,90 —0,770 —0,796 1,423 1,423 1,423
90 1,45 —0,918 1,04 1,02 —0,890 —0,903 1,394 1,421 1,407

увеличением в связи с этим погрешности измерения, Поэтому 
при Ѳ =  45° значения коэффициента жесткости кі не определя­
лись. Как следует из приведенных в таблице данных, средняя 
величина коэффициента жесткости кі по результатам измерения 
радиальных перемещений эпицикла оказалась равной 1,411.

Используя найденную величину, можно определить значения 
кі ,коэффициента к и эффективной толщины обода эпицикла

/£ =  Яі ( - І ^ 7 - і ) =  0,726,,ГІп
Н3ф =  і и  +  ктп =  40,473 мм.

В табл. 22 приведены значения коэффициента к, определенные 
для испытанного эпицикла по различным рекомендациям. Со­
поставление расчетных и экспериментальных величин коэффи­
циента к показывает, что для данных геометрических размеров 
обода эпицикла наилучший результат дают рекомендации, полу­
ченные в работе [2]. Проведенное исследование позволяет более 
обоснованно назначать величину коэффициента жесткости кі в 
расчетной практике.

Переходим к определению коэффициента жесткости кі по 
результатам тензометрирования обода эпицикла. Идея этого 
метода заключается в следующем. Увеличение эффективной тол­
щины обода эпицикла в связи с ожествляющим влиянием зубьев 
должно привести к смещению нейтральной линии обода эпицикла 
в сторону зубчатого венца и к изменению угла наклона эпюры 
напряжений по высоте сечения обода эпицикла.

Теоретическое положение нейтральной линии обода эпицикла 
найдется из условия равенства нулю в этой точке сечения танген­
циальных напряжений

б,
_Р 
2 F y ( - - s i n 0 =  0,



что даст

где
У о 12 р '

кд = cos Ѳ — sin Ѳ

С учетом влияния зубьев положение нейтральной линии обода 
эпицикла определится по формуле

У эф —
НІФ
12Рэф

h .

Для прямоугольного сечения
кі = (Яэф/Я0)3 

и
Н эф = Н0{Гк,,

откуда
Кі  =  (Уаф/Уо)'г- (4.4)

Таким образом, по формуле (4.4) может быть определена ве­
личина коэффициента жесткости из условия, что нейтральная 
линия обода эпицикла в связи с влиянием зубьев на его жесткость 
изменяет свое положение.

Следует иметь в виду, что координаты у(уэф) в (4-4) определяют­
ся относительно средней линии минимального (эффективного) 
сечения обода эпицикла. Поскольку при обработке эксперимен­
тальных эпюр распределения напряжений по высоте сечения обо­
да эпицикла отсчет удобнее вести относительно средней линии 
минимального сечения, то необходимо выполнить приведение 
по формуле

У: = У,
НЭф - Н 0

эф (4.5)

где г/эф — координата нейтральной линии эффективного сечения 
обода эпицикла относительно средней линии его минимального 
сечения.

Как видно из формулы (4.5), координата / Эф в свою очередь 
зависит от коэффициента жесткости кі — /  (Нэф), поэтому для оп­
ределения коэффициента kj формула (4.4) непригодна. Возьмем 
поэтому отношение координат у эф и у0 и примем рЭф/р ~  1. Тогда 
получим

уэф _  / Яэф \2 
2/0 \  Но }

(4.6)

После подстановки в (4.6) значения І эф из (4.5) получим 
следующее квадратное уравнение относительно отношения Н вф/Н0і

ЯЭф "®эф Но [Но ! Уъф !   ^
~ W  ) +  Но 2уо \2уо +  2/0 /  ' (4Л)

5  Э .  л .  А й р а п е т о в ,  М .  Д .  Г е н к и н 1 2 9



Сохраняя два члена в разложении квадратного корня, входящего 
в решение уравнения (4.7), получим следующий результат:

Н»Ф ^  А I 2УЭф
Я 0 ~  ^  2/0 ’

отсюда

=  ( ‘  +  <4 -8 >
Формула (4.8) может быть использована для нахождения коэф­

фициента кI по экспериментальным значениям положения нейт­
ральной линии обода эпицикла уэф.

Из формулы (4.8) следует, что коэффициент жесткости кі, 
определенный по экспериментальным значениям у'Эф, будет раз­
личным для различных углов Ѳ. Причина этого заключается 
в том, что при разложении квадратного корня в решении урав­
нения (4.7) было сохранено только два члена. Расчеты показали, 
что для конструктивных размеров испытанного эпицикла и выб­
ранной схемы нагружения максимальная погрешность от приня­
того допущения не превосходит 2%. Поскольку изгибные напря­
жения значительно превосходят напряжения растяжения, то 
величина смещения нейтральной линии уэф всегда будет меньше 
высоты сечения обода эпицикла Н 0 и изменение коэффициента 
жесткости Kj  (4.8) по углу Ѳ будет незначительным. В связи с 
этим при расчетах коэффициента жесткости Кі  по результатам 
тензометрирования обода эпицикла допустимо пользоваться при­
ближенной зависимостью (4.8).

Найдем теперь коэффициент жесткости К г из условия, что 
эпюра напряжений по высоте сечения обода эпицикла меняет 
свой наклон с связи с ожествляющим влиянием зубьев. Угол на­
клона эпюры напряжений ф с радиальной осью может быть 
определен из условия

*8Фвф =
<3ѳ р?

ч эф
sin Ѳ

отсюда
Кі =  tg фо/tg Ф9ф, (4.9)

где ф0 — теоретическое значение угла наклона эпюры напряже­
ний с радиальной осью

. ts фі=ж  ( 4  - sin ѳ) ■
Формула (4.9) может быть использована для нахождения коэф­

фициента жесткости Кі  по экспериментальным значениям угла 
наклона эпюры напряжений / Эф с радиальной осью эпицикла.

Для сопоставления различных методов определения коэф­
фициента жесткости Kj  по методу наименьших квадратов были 
получены эпюры напряжений по высоте сечения обода эпицикла, 
по которым были определены величины y .dф и / эф. Результаты оп­
ределения коэффциента жесткости Кі  по формулам (4.8) и (4.9)



ѳ°
У о,

М М к Г /с м г
t g  фо -----------

y#
Ѵ'эф. • “ ° э к о  к Г  Ісм2

От»л

t g C P 9 * = ^

0 0 , 2 8 — 7 0 0 — 3 9 , 5 ___ ___ ___

1 5 0 , 4 5 — 4 1 1 - 2 3 , 5 — 2 , 0 0 — 3 3 5 - 1 6 , 9

3 0 0 , 1 3 - 1 4 3 — 8 , 5 — 2 , 5 0 — 1 2 0 — 5 , 8 5

4 5 - 1 , 7 9 8 6 , 6 4 , 3 8 — 3 , 0 0 4 5 - 2 , 1 4

6 0 — 0 , 3 9 2 6 2 1 4 , 2 5 — 2 , 2 0 2 0 5 1 0 , 1 5

7 5 — 0 , 1 2 3 7 1 2 0 , 5 0 — 2 , 2 0 3 0 0 1 4 , 8

9 0 0 4 0 6 2 2 , 6 0 — 2 , 0 0 3 4 0 1 7 , 0

ki W к І у К/ср k'a kT

1 , 3 7 5 — — — — —

1 , 3 8 7 1 , 3 9 0 1 , 3 9 0 1 , 2 3 1 , 2 2 1 , 0 0 8

1 , 4 5 1 1 , 4 9 0 1 , 4 5 3 1 , 1 9 1 , 2 1 0 , 9 8 4

1 , 4 2 6 1 , 4 2 0 1 , 4 0 5 1 , 2 8 1 , 2 9 0 , 9 9 3

1 , 4 2 3 1 , 3 8 0 1 , 4 2 5 1 , 2 4 1 , 2 5 9 , 9 9 3

1 , 4 0 7 1 , 3 9 0 1 , 3 3 0 1 , 2 0 1 , 2 4 0 , 9 6 8

сведены в табл. 23. Для сравнения в табл. 23 приведены значения 
коэффициента жесткости Kj, определенные тремя различными 
способами: по замеренным радиальным перемещениям w(KIw)‘, 
по смещению нейтральной линии обода эпицикла у{Кіѵ)\ по на­
клону эпюры напряжений (К іѵ).

Как следует из табл. 23, все три метода дают удовлетворитель­
ное совпадение величин К\. Максимальная разница между ве­
личинами коэффициента жесткости Кі  не превосходит 6%. Сред­
ние величины коэффициента Kj, определенные указанными мето­
дами, практически совпадают: Kiw = 1,41; К іу = 1,42; и К іѵ =  
=  1,40. Таким образом, на основании проведенного исследования 
в тех случаях, когда испытания в модельных условиях осущест­
вить не удается, можно рекомендовать тензометрический метод 
определения коэффициента жесткости К\.

При экспериментальных исследованиях напряженного состоя­
ния ободьев центральных колес планетарных механизмов с помо­
щью тензодатчиков необходимо проводить тарировку тензодатчи­
ков, при этом следует считаться с тем, что ожествляющее действие 
зубьев оказывает влияние нагрузки на регистрируемые тензо­
датчиками сигналы. Отклонение экспериментальной величины от­
носительной деформации, измеренной тензодатчиком, от расчетной 
величины определяется тремя основными причинами: отклонением 
действительной величины нагрузки; влиянием зубьев на жесткость 
обода эпицикла; качеством наклейки тензодатчиков.



При эксперименте всегда удается обеспечить нагружение 
эпицикла необходимой силой, поэтому первую причину расхо­
ждения расчетных и экспериментальных относительных дефор­
маций можно исключить из рассмотрения. Влияние зубьев на 
жесткость обода эпицикла может быть определено одним из ука­
занных методов (табл. 23). Для оценки качества наклейки тензо­
датчиков следует исключить влияние зубьев на жесткость обода 
эпицикла следующим образом. В табл. 23 в качестве примера 
приведены отношения расчетных и измеренных напряжений на

ннаружной цилиндрической поверхности эпицикла К а(у = -у  =
=  18 мм). Влияние зубьев на напряжения в ободе эпицикла 
может быть приближенно оценено отношением

, I  ~£~ +  2/0
Ка = к1- Е 2 -  = кІ1±------- . (4.10)

/ 8КСП Z _ _  I , ,  '2 "г У эф
В табл. 23 приведены значения коэффициента К а, определен­

ные для средних величин коэффициента жесткости Кі  (для каж­
дого значения Ѳ). Отношение K j K a характеризует качество 
наклейки тензодатчиков на ободе эпицикла. Как видно из при­
веденных данных, погрешность напряжений, обусловленная ка­
чеством наклейки тензодатчиков, не превосходит 4%.

Предложенный метод определения влияния зубьев на жесткость 
обода эпицикла позволяет правильно подойти к тарировке тен­
зодатчиков, установленных на эпицикле, т. е. к определению 
численного соотношения между отсчетом по шкале прибора и от­
носительной деформацией в исследуемой точке эпицикла. С этой 
целью следует пользоваться изложенной методикой:

а) на основании тензометрирования обода эпицикла опреде­
лить положение нейтральной линии г/Эф и угол наклона эпюры 
напряжений цо высоте сечения обода эпицикла фЭф;

б) по формулам (4.8) и (4.9) определить величину коэффициен­
та жесткости Кі\

в) определить отношение расчетной и экспериментальной вели­
чин напряжений в некоторой точке обода эпицикла по формуле

1 в =  Зрасч/ ®эксп!
г) по формуле (4.10) определить влияние зубьев на напряже­

ния в ободе эпицикла;
д) найти тарировочный коэффициент, характеризующий влия­

ние качества наклейки тензодатчиков на измерения напряжений 
по формуле

kT = kalk о,
е) определить действительные напряжения, возникающие в 

ободе эпицикла по формуле
бдейств =  -̂Т̂ эксп-



В планетарных механизмах с большим числом сателлитов обод 
сателлита выполняется достаточно податливым, в связи с чем 
возникает необходимость учитывать его деформацию при различ­
ных исследованиях и расчетах планетарных механизмов. Повы­
шение податливости ободьев сателлитов увеличивает деформацию 
ветвей, по которым распределяется передаваемая мощность, что 
благоприятно сказывается на выравнивании нагрузки по парал­
лельным потокам мощности.

В авиационных планетарных механизмах с большим числом 
сателлитов обод сателлита обычно служит наружной обоймой для 
подшипника. От его податливости в значительной степени зависит 
нагрузочная способность подшипникового узла. По-видимому, 
этим объясняется то, что первыми появились работы по исследо­
ванию напряженного и деформированного состояний данного 
типа ободьев сателлитов [13, 25, 30].

В работе [13] выполнен расчет внутренних силовых факторов 
в ободе сателлита в предположении, что угол охвата, характеризую­
щий зону контакта обода и оси сателлита 2ф0 =  я. При этих же 
предположениях в работе [27] определена податливость обода 
сателлита и обусловленное ею дополнительное упругое переме­
щение точки приложения нагрузки на зубе.

Схема нагружения обода сателлита в общем случае в значитель­
ной мере зависит от его податливости и от контактной деформации 
на участке сопряжения обода с осью сателлита.

На обод сателлита действуют усилия от зубчатых зацеплений 
сателлита с центральными колесами и распределенная на участ­
ке 2ф0 нагрузка на участке сопряжения обода и оси сателлита.

Величина угла охвата 2ф0 является функцией податливости 
обода сателлита, контактной податливости на участке сопряже­
ния обода с осью сателлита и поэтому зависит от нагрузки, дей­
ствующей в зубчатых зацеплениях сателлита с центральными 
колесами. В связи с этим податливость обода сателлита и напря­
женное состояние, в нем возникающее, в общем случае нелинейно 
зависят от нагрузки, передаваемой планетарным механизмом.

Строгое решение задачи о напряженном и деформированном 
состоянии обода сателлита с учетом совместного контактного и 
изгибного деформирования представляет значительные матема­
тические трудности [19]. В связи с этим ниже дается приближен­
ный метод расчета податливости обода сателлита, в котором 
раздельно определяются деформация обода под действием усилий 
от зубчатых зацеплений и от реактивной нагрузки в зоне кон-
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такта обода и оси сателлита, причем зона контакта 2ф0 задается 
произвольной, что позволяет учитывать при расчете ее изменение 
с изменением нагрузки в зубчатых зацеплениях.

Полная картина деформирования обода сателлита определяет­
ся суммированием влияний, оказываемых нагрузками в зубчатых 
зацеплениях и реактивной нагрузкой в зоне контакта на подат­
ливость обода сателлита.

§ 1. Метод элементарной нагрузки

Схема нагружения обода сателлита может быть представлена как 
сумма двух схем нагружения (рис. 30), первая из которых учиты­
вает нагрузки, действующие в зубчатых зацеплениях сателлита с 
центральными колесами, и равнодействующую усилий в зоне кон­
такта обода и оси сателлита, а вторая — учитывает характер 
распределения контактной нагрузки по участку сопряжения 
обода и оси сателлита.

Такое разбиение общей схемы нагружения обода сателлита 
на две составляющие представляется целесообразным по следую­
щим соображениям.

Во-первых, в некоторых случаях при высоких жесткостях 
обода сателлита и контактной жесткости сопряжения обод — ось 
сателлита угол охвата 2ср0 настолько мал, что реактивную на­
грузку оказывается возможным представить в виде сосредоточен­
ной силы. Для таких конструктивных параметров обода сател­
лита можно пользоваться первой схемой нагружения (а) при рас­
чете напряженного и деформированного состояний обода сател­
лита.

Во-вторых, в тех случаях, когда жесткость обода сателлита 
незначительна и ею определяется величина угла охвата 2ф0 на 
участке сопряжения обода и оси сателлита, представляется целе­



сообразным с целью выбора рациональных конструктивных па­
раметров обода сателлита оценивать влияние их на податливость 
и напряженное состояние обода сателлита в связи с изменением 
угла охвата 2ф0. Для оценки влияния, оказываемого измене­
нием угла охвата 2ф0 на напряженное и деформированное сос­
тояние обода сателлита, можно пользоваться второй схемой наг­
ружения (б).

При исследовании напряженного и деформированного состоя­
ния обода сателлита под действием усилий от зубчатых зацепле­
ний сателлита с центральными колесами, обод сателлита рас­
сматривается как тонкое упругое кольцо, нагруженное системой 
сосредоточенных сил (схема а). В этом случае оказывается воз­
можным воспользоваться методом элементарной нагрузки (§ 1, 
гл. 4).

Поскольку окружные усилия в зубчатых зацеплениях сател­
лита с солнечной шестерней (Ѳ = —я/2) и эпициклом (Ѳ =я/2) 
направлены в одну сторону, то в формулах для внутренних сило­
вых факторов и элементов упругой линии кольца (4.1.9)

<?£ =  у  2  [й іrriQR (Ѳ -  ф4) +  PiinQp (О -  ф.) +  mQn (Ѳ -  ф,)] ,

(1 .1)

«я = Ш  2  [Йг«гий (Ѳ — ф4) +  'РіТПпр (Ѳ — ф.) +  ш ип (Ѳ — фД

эти усилия будут входить с противоположными знаками — в се­
чении Ѳ =  я/2 — со знаком (—), в сечении Ѳ =  —я/2 — со зна­
ком (+ ). Радиальная сила в зубчатых зацеплениях, сжимая обод 
сателлита, и равнодействующая реактивных сил в сечении Ѳ =  
=  я входят в выражения (1.1) со знаком (+ ). Местный изгибаю­
щий момент в зубчатых зацеплениях, обусловленный внецентро- 
вым приложением усилий на зубьях, входит со знаком (—) в се­
чении Ѳ =  я/2 (зацепление с эпициклом) и со знаком (+ ) в сече­
нии Ѳ = —я/2'(зацепление с солнечной шестерней).

Таким образом, по формулам (1.1) с учетом данных табл. 5 
и табл. 7 решается задача об определении внутренних силовых 
факторов и элементов упругой линии обода сателлита под дейст­
вием усилий в зубчатых зацеплениях сателлита с центральными 
колесами.

При исследовании напряженного и деформированного состоя­
ния обода сателлита можно воспользоваться решением, получен­
ным в работе [53] о деформации кольца жестких барабанов башен­
ных артиллерийских установок. Схема нагружения кольца совпа­
дает со схемой нагружения обода сателлита, поэтому, воспользо­
вавшись формулами работы [53], получим

М  =  ~ -  +  {а sin а — Ѳ sin 0 +  (5  +  1) (cos а — cos Ѳ) —
— Iа [а sin а — 0sin0 +  ( В  +  l)(cosa — cos0)]}, (1.2)



N  =  {Ѳ sin Ѳ +  (В — 1) cos Ѳ +  a|| [a sin a — Ѳ sin Ѳ +
-f- (В — 1) (cos a — cos Ѳ) +  2 (cos a — cos Ѳ)]} (1.3)

Q =  ^  [— Geos Ѳ +  ÆsinG +  a ||(Ѳ cos Ѳ — В sinG)], (1.4)

где M, N, Q — изгибающий момент, нормальная и перерезываю­
щая силы в сечении с координатой Ѳ; В — равнодействующая 
реактивных сил R  =  2Р; А — разность радиуса отверстия сател­
лита и наружного радиуса оси сателлита

Д =  Ric Rwc I
р — радиус нейтральной окружности обода сателлита

Р =  у  (Rio +  Нэф);

Н Эф — эффективная толщина сечения обода сателлита,.

Я аф =  Н0 (і +  0,5 ;

Л 0 — минимальная толщина сечения обода сателлита,' а = я  — 
— ф0 — свободная от совпряжения с осью сателлита внутренняя 
поверхность обода сателлита; В  — постоянная, зависящая от 
величины угла охвата

1 sin2 a
2 sin2 a

1 - - ч = -
(1-5)

В формулах (1.2) — (1.4) члены за двойной скобкой учиты­
ваются при Ѳ >  a.

Выражения для элементов упругой линии обода сателлита 
имеют следующий вид [53]

w = 2 пе і  [т  — a2) cos 0 +  (R +  1) (cos а — cos 0) +

+  I a sin а — Ѳ sin Ѳ) +  gin 2«” x  (a s*n a cos ® ® s n̂ ® G0S a)ï

V =
Rp3 

2 л E l 1 ( 0 2 a2) sin Ѳ +

при Ѳ sgC a 

Y  Ѳ cos Ѳ — y  sin Ѳ

+  (B +  1) (Ѳ cos a — sin Ѳ) +  (aG sin a -f- Ѳ cos Ѳ —
— sin Ѳ) — ac°Sa (a sin a sin Ѳ щ-Ѳ cos a cos Ѳ—cos a sin Ѳ)]ù(X — Sin

(1.6)

(1.7)

при Ѳ a,

[б cos Ѳ — у  sin Ѳ +  (Я +  1 ) Ѳ cos a
/sin a — a cos a' 
\  2a — sin 2a cos a sin Ѳ .

(1.8)



В работе [53] рассмотрено 
две стадии деформации коль­
ца. Первая стадия соответству­
ет нагружению кольца незна­
чительной нагрузкой, при ко­
торой можно не учитывать ее 
распределенность на участке 
2ф0 и полагать ее сосредото­
ченной в сечении Ѳ =  я. Оче­
видно, первая стадия соответст­
вует схеме а нагружения обода 
сателлита. Вторая стадия— наг­
ружению кольца такой нагруз­
кой, при которой уже нельзя 
пренебрегать распределен­
ностью ее на участке 2<р0. Пре­
дельная нагрузка на границе 
двух стадий зависит от зазора 
между охватывающей и охваты­
ваемой деталями и, как пока­
зано в работе [53], может быть 
определена по формуле

•̂пред = -g- ■ А. (1.9)
В этой формуле величина А зависит только от разности радиу­

сов охватывающей и охватываемой деталей. В случае же рассмат­
риваемой задачи о деформации обода сателлита величина А должна 
также включать контактную деформацию в зоне сопряжения обо­
да и оси сателлита и деформацию овализации оси сателлита (гл. 7).

Угол охвата сопряженных деталей, очевидно, зависит от на­
грузки и, как показано в [53], может быть определен из решения 
следующего трансцендентного уравнения:

(1.10)
R пред

R f(* ) ,
где

F (а) = (В +  2) (sin а — a cos а) — а3 sin а 
1,5 я (1.11)

На рис. 31 приведена зависимость F (а) от а, построенная по 
формуле (И), из которой видно, что при а =  я величина F(а) =  
=  1 (соответствует сосредоточенной силе), а при а =  я/2 вели­
чина F(a) =  (10 — я 2)/6я (соответствует распределению реактив­
ной нагрузки по полуокружности).

Из формулы (1.9) видно, что величина предельной нагрузки, 
отнесенной к ширине сателлита, при которой реактивную нагруз­



ку можно считать сосредоточенной в одной точке Ѳ =  л, равна
Д пред ЯЕ  /  Я  \  »

пред Всат 9 \ р ) (1.12)

Приняв в (12) НІр
получим
г

»  0,2; А Ä  0,03 см; Е  =  2,15 АФкПсм*, 

ГПред = 1 8 0  к Г І С М .

Из формулы (1.11) для принятых значений параметров найдем си­
лу г, при которой реактивная нагрузка распределится по полу­
окружности

г 6я
Гпред Ю — я2=  26100 кГ/см.

Приведенный расчет показывает, что при средних нагрузках, 
действующих на обод сателлита, можно считать реактивную на­
грузку в зоне контакта обода и оси сателлита сосредоточенной в 
одной точке Ѳ =  я и пользоваться расчетными формулами (1.1). 
Распределение реактивной нагрузки следует учитывать только 
при значительных нагрузках. При этом следует иметь в виду, что 
зона контакта обода и оси сателлита достигает полуокружности 
только при значительной податливости обода сателлита (что, 
например, возможно в волновых передачах).

Расчет обода сателлита на прочность и жесткость должен 
выполняться в следующей последовательности. Для заданных 
(Н/р) и А по формуле (12) определяется величина равнодействую­
щей реактивной нагрузки гпред, которая затем сравнивается с 
заданной нагрузкой г. Если окажется, что гпред ^  г ^  1,3гпред, 
то можно пренебречь распределенностью реактивной нагрузки и 
пользоваться формулами (1.1) для определения внутренних си­
ловых факторов и элементов упругой линии обода сателлита.

Если г Д> 1,3 гПред, то по формуле (1.11) определяется угол (а), 
который затем подставляется в формулы (1.2)—(1.8). Найденные 
по формулам (1.2 —(1.8) внутренние силовые факторы и элемен­
ты упругой линии обода сателлита складываются с соответствую­
щими величинами, определенными по формулам (1.1), и таким 
образом находятся уточненные напряженное и деформированное 
состояния обода сателлита.

§ 2. Симметричная деформация обода сателлита

Приведенные выше структурные формулы (1.1) позволяют оп­
ределять внутренние силовые факторы и элементы упругой линии 
обода сателлита при произвольном распределении усилий между 
зубчатыми зацеплениями сателлит — солнечная шестерня и са­
теллит — эпицикл. Однако при статическом нагружении 
планетарного механизма сателлит должен находиться в равновесии



под действием усилий от зубчатых зацеплений и реактивной на­
грузки в зоне контакта обода с осью сателлита.

Если предположить, что в зоне контакта обода и оси сателли­
та отсутствуют тангенциальные реактивные нагрузки, то равно­
весие сателлита возможно только при равенстве усилий в зубча­
тых зацеплениях] сателлита с центральными колесами. В связи 
с этим имеет практический интерес решение задачи о податливо 
сти обода сателлита при симметричном его нагружении усилиями 
от зубчатых зацеплений.

Совместное действие сил от зубчатых зацеплений и реакции 
в зоне контакта обода с осью сателлита следует учитывать сумми­
рованием влияний, оказываемых на деформацию обода сателлита 
обеими группами нагрузок

Слагаемые формул (1.1), соответствующие схеме нагружения 
обода сателлита а (см. рис. 30), могут быть определены на основе 
метода элементарной нагрузки суммированием влияний состав­
ляющих усилий, действующих в зубчатом зацеплении и равно­
действующей реактивной нагрузки в зоне контакта обода и оси 
сателлита. Структурная формула для первых слагаемых формулы 
(2.1) имеет следующий вид:

Значения коэффициентов, входящих в формулы (2.2), получен­
ные после суммирования (1.9) с учетом диаметрального располо­
жения зубчатых зацеплений, приведены в табл. 24 и 25.

Формулы для внутренних силовых факторов и элементов уп­
ругой линии обода сателлита находятся непосредственно из 
формул (1.9) в виде

Qt. =  <?з +  Qp, =  из +  ир. ( 2 . 1)

где

где

где
KQ = (в co s  Ѳ +  у  sin • -і- ; w=K, 2Рр3 

w ‘ 2EI (2.5)
тде

Кт/y — — l - j - ^ -Ѳ sin Ѳ----g" я2 3
Т  — J

„  2Р р3 
V =  К„ • Тѵёгг» ' 2EI ’
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(2.7)

(2. 8)

Сравнивая формулы (1.2) — (1.8) и (2.3) — (2.8), можно найти 
влияние равнодействующей реактивных сил на участке контакта 
обода и оси сателлита. Суммируя результаты, полученные по фор­
мулам (1.2) — (1.8), (2.3) — (2.8) и (2.2), можно найти внутренние 
силовые факторы и элементы упругой линии обода сателлита, со­
ответствующие реальной схеме нагружения (см. рис. 30).

Как показано выше, угол охвата 2ф0 не достигает я для са­
теллитов планетарных механизмов, поэтому для участков, где 
действуют усилия от зубьев центральных колес Ѳ =  +  я/2 (наи­
более интересных с точки зрения прочности и жесткости обода 
сателлита), формулы (1.2) — (1.8) упрощаются, поскольку я/2 <  
<  п, и слагаемые, стоящие за двойными скобками в этих форму­
лах, не должны учитываться.

§ 3. Дополнительная деформация зубьев,

При расчете обода сателлита на прочность и жесткость пред­
ставляет интерес знание величин внутренних силовых факторов 
и элементов упругой линии обода сателлита в сечениях, где дей­
ствуют усилия от зубчатых зацеплений.

При Ѳ =  я/2 формулы (1.2) — (1.8) и (2.3) — (2.8) принимают 
следующий вид:

обусловленная податливостью обода сателлита

где
М  =  ^  Q  (К'м +  Км), (3.1)

A/M =  j^asina— j  +  (В +  1) cos а . ( 3 . 2 )

(3.1)

N  =  ^ - { K N +  K"N), (3.4)
где

Q = 4  ( * ь + з д

(3.5)

(3.6)

(3.7)



(3.8)

(3.9)

(3.10)

K q — В/л,

< > = 2 ^

где 
К' : (В + 1)

к » = - т г  +

cos а 

1

w -=■ ÿ r ( Kw ■ K w ) ,

- sin а ■ sm а — а cos а
2ct- ж ^ С 0 8 а ) ’( З Л 1 )

(3.12)

v = - ÿ r {Kv +  Kv), (3.13)
где

к'- = -h  (т  -  «’) -  -k  + <s + ») (4-“ s “ —г) + (зл4>
+

1-j-asmoc я

* ; = - И я і і
4я

+
sin a — a cos a 

2a — sin 2a (a sin a — cos a) l_
л

(3.15)

где
Ky =  — -f- (В -\- 1) ~2~ cos a

К Y
_3_
2я

1_
2 ‘

sin а — а cos a 
2a — sin 2a

cos a 
я + 2

(3.16)

(3.17)

(3.18)

В этих формулах первый коэффициент соответствует схеме 
нагружения обода сателлита 6 (рис. 27), а второй коэффициент— 
действию равнодействующей реактивных сил на участке кон­
такта обода и оси сателлита.

Перемещение точки приложения тангенциальной (окружной) 
силы Р в зубчатом зацеплении сателлита с одним из центральных 
колес, обусловленное податливостью обода сателлита, происхо­
дящее в торцевой плоскости, может быть определено по формуле

Дп =  w sin (Хд —j— (ẑ — COS OCg. (3.19)
По аналогии с (4.3.2) определим удельную податливость обода 

сателлита как отношение перемещения Д„ к удельной нормальной 
нагрузке на профиле зуба Рп =  Р/В

д ^
боб =  —~~~р~ Iм7 s n̂ as cos as +  (u +  ^зТ)cos2 *s] • (3.20)Pn

Поскольку в данном случае несобственные податливости по 
радиальному перемещению в сечениях приложения усилий от 
зубчатых зацеплений также равны нулю, то формула для удель-



(3.21)

ной податливости обода сателлита имеет прежний вид

боб ß  (Яо/р)3 g  (Kw sin C l g  -j-  Kv COS2 d g )  .

Формула (3.21) позволяет определять податливость обода 
сателлита, обусловленную деформацией его только под действием 
усилий от зубчатых зацеплений. Для полного представления о 
податливости обода сателлита к величене ÔÔ6, определенной по 
формуле (3.21), следует добавить величину ô0o, определенную по 
формуле (3.20), подстановкой в нее выражений для упругих переме­
щений обода сателлита под действием реактивной нагрузки в 
месте контакта обода с осью сателлита из формул (3.10—3.18).

боб =  К, ( sin as cos 7's +  K*cos2 as) , (3.22)
где

K w = Kw-\-Kw, [см. (11)—(12)],

Kv =  (Kv -f- Kv) -) — (Ky Ky).

Структурные формулы для определения коэффициентов пе­
ремещений, входящих в (3.21), имеют вид
Kw = к ѵ> (я/2), Кѵ = КѵР (л/2) +  [КѵМ (Jt/2).+ Кур (я/2)] h/p +

+ KyM{n/2)(h/p)\ (3.23)

где коэффициенты перемещений приведены в табл. 25.
Из формулы (3.23) следует, что коэффициент тангенциальных 

перемещений обода сателлита зависит от расположения точки 
контакта на профиле зуба h3. Поскольку отношение h jp  для обода 
сателлита планетарного механизма значительно больше, чем для 
обода эпицикла, то в данном случае следует ожидать значительно 
большего изменения по фазе однопарного зацепления податливо­
сти обода сателлита, чем при деформации обода эпицикла.

Для зубчатого колеса с наружным зубчатым венцом знаки 
тангенциальной (окружной) силы и сосредоточенного изгибаю­
щего момента одинаковы, поэтому в формуле (3.23)

К ѵМ (я/2) =  — Кур (л/2),

и окончательно формула для коэффициента тангенциальных сме­
щений под действием усилий от зубчатых зацеплений Примет вид

К,  =  К вр (я/2) +  КуМ (я/2) (htpf. (3.24)

Сказанное выше о периодическом изменении по фазе зацепле­
ния податливости обода эпицикла в равной мере относится и к 
ободу сателлита.



Шлицевые соединения применяются в планетарных механизмах 
для соединения центральных колес с сопряженными деталями, 
поэтому шлицевые муфты являются одним из основных элементов 
уравнительных механизмов планетарных редукторов. Конструк­
тивное исполнение и условия нагружения шлицевых муфт в зна­
чительной мере зависят от того, к уравнительному механизму 
какого центрального колеса они относятся.

Шлицевые муфты уравнительного механизма эпицикла выпол­
няются в виде тонких цилиндрических оболочек и под действием 
усилий от сателлитов подвержены нагружению усилиями в шли­
цах, изменяющихся по периодическому закону с числом периодов, 
равным числу сателлитов. Шлицевые муфты уравнительного 
механизма солнечной шестерни выполняются в виде тонкостен­
ных труб или коротких цилиндрических оболочек и при наличии 
перекоса осей соединяемых муфт подвержены нагружению уси­
лиями в шлицах, изменяющихся по периодическому закону, с 
числом периодов, равным двум.

Представляется целесообразным раздельно рассмотреть де­
формированное состояние ободьев шлицевых муфт уравнительных 
механизмов эпицикла и солнечной шестерни, поскольку расчет 
их имеет некоторые специфические особенности.

§ 1. Расчетная модель шлицевых муфт
Как видно из рис. 32, шлицевые муфты уравнительного механиз­
ма эпицикла проектируются обычно в виде оболочек, состоящих 
из сопряженных между особой цилиндрических поясов и колец 
(шлицевых венцов), имеющих повышенную изгибную жесткость. 
В сопряжениях таких оболочек возникают краевые силы и момен­
ты, для определения которых составная оболочка при расчете 
разбивается на элементы и рассматриваются условия совмести­
мости деформаций в местах их сопряжения.

На рис. 32 приведены расчетные схемы при определении 
податливости различных конструкций шлицевых муфт уравни­
тельного механизма эпицикла, из которых видно, что муфты 
представляются в виде чередующихся колец и цилиндрических 
оболочек. Расчеты показывают, что для всех видов шлицевых 
муфт уравнительных механизмов эпициклов параметр оболочки 
kl <С 3, поэтому они должны быть отнесены к классу коротких 
оболочек, и при определении перемещения на одном торце нельзя



пренебрегать влиянием сил и моментов, приложенных к другому 
торцу муфты.

В общем случае на муфту действуют следующие составляющие
нагрузки от шлицевого венца:

тангенциальная сила р =  М кр cos аш/2яі?о; 
радиальная сила r =  ptg аш;
осевая сила q =  ptg ßH1;
изгибающий момент т1 =  рс; 
изгибающий момент тг =  qc =  phtg ßm,

где М кр — крутящий момент, передаваемый шлицевым соедине­
нием, Я 0 — радиус основной окружности шлицевого венца.

Закон изменения нагрузки по шлицам может быть принят в 
виде

Р =  Р +  Pi cos (Ѳ +  Ti) H- Pz cos zc Ѳ. (1.1)

Составляющая рг определяется первой гармоникой кривой 
зазоров в шлицевом соединении, определяемой погрешностью 
шлицевых венцов по окружным шагам, а составляющая рг — 
перегрузкой шлицов, обусловленной различной деформативностью 
сопряженных муфт. Значит, суммарная нагрузка на шлицах 
зависит от податливости муфт (pz), поэтому для решения задачи 
о деформативности шлицевых муфт необходимо предварительно 
задаться величиной перегрузки шлицов рг.

Шлицевые муфты уравнительного механизма солнечной шес­
терни конструктивно выполняются в виде коротких оболочек 
с защемленным торцом или же в виде длинных оболочек. Второй 
торец муфты заканчивается шли­
цевым венцом, который может 
быть представлен как кольцо, 
имеющее повышенную изгибную 
жесткость по сравнению с жест­
костью самой оболочки.

Условия нагружения шлице­
вых муфт уравнительного меха­
низма солнечной шестерни в ос­
новном определяются перекосом 
осей сопрягаемых муфт. При этом 
следует различать два характер­
ных случая,— нагрузку передают 
все или только часть шлицов со­
единения.

Р и с .  3 2. Расчетная схема обода зуб­
чатой муфты. Блокирующая муфта (а) 
и соединительная муфта 1 (б), соедини­
тельная муфта 2 (в)
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Первый случай имеет место при малых углах перекоса осей 
муфт и больших крутящих моментах, передаваемых шлицевым 
соединением.

Второй случай реализуется при больших углах перекоса 
осей муфт и небольших крутящих моментах, передаваемых шли­
цевым соединением.

Составляющие нагрузок на шлицах аналогичны приведенным 
выше, однако в зависимости от исполнения шлицов (с прямо­
линейной или бочкообразной образующими) распределение на­
грузки на работающих шлицах будет различным. Для шлицов с 
прямолинейной образующей изменение зазоров, обусловленное 
перекосом осей шлицевых муфт, происходит по закону cos Ѳ, а 
для шлицов с бочкообразной образующей изменение зазоров под­
чиняется закону cos2 Ѳ[4].

При нагрузке, воспринимаемой всеми шлицами соединения, 
закон изменения нагрузки, действующей на обод шлицевой му­
фты, имеет вид [4]

P in  =  Р +  P i  cos Ѳі +  Рг ( cos Ѳі — , (1.2)

где P — средняя (расчетная) нагрузка, действующая на шлиц; 
Pj — нагрузка на шлиц, обусловленная погрешностью шлицевых 
венцов по окружным шагам,

Л  =  с ш(е +  , (1.3)

Р 2 — нагрузка на шлиц, обусловленная перекосом осей сопрягае­
мых муфт

Р -2 =  Сш -Д ^ - sign cos Ѳь (1.4)

Сш — линейная жесткость шлица; В  — ширина шлицевого вен­
ца; (о — угол перекоса осей муфт; е — относительное радиальное 
смещение сопрягаемых шлицевых муфт; ôfe — накопленная по­
грешность окружных шагов шлицевых венцов; Ау — сдвиг по 
фазе между плоскостью перекоса осей муфт и кривой ôts.

В формуле (1.4) сохранен знак cos Ѳг-, поскольку при перекосе 
осей сопрягаемых муфт оказываются нагруженными две зоны 
зубьев.

Выражение (1.2) справедливо для шлицов с прямолинейной 
образующей. Если шлицы имеют бочкообразную форму, то закон 
изменения нагрузки по шлицам примет вид

Р і б  =  Р  +  P i  COS Ѳі +  P2 — sin2 Ѳі j , (1.5>



(1.3)

(1.6)

Р\ = Сш\е +  ötz- sin

р — с  1Г 2 — О]

Дт
~2~

Дсо3

R  — радиус криволинейной образующей шлица.
Если нагрузку воспринимают не все шлицы, а только часть из 

них, характеризуемая углом Ѳг, то закон распределения нагрузки 
по шлицам значительно усложняется [4]. В частном случае, ког­
да учитывается только перекос осей сопрягаемых муфт, распре­
деление нагрузки по шлицам подчиняется следующему закону:

и

р.1.П

P i O ^ P - f

P* I cos Ѳі

1 -

Sin02
~ЖГ

sin2 0z
2 Qz - sin2 Ѳ,-

(1.7)

(1.8)

тде Ѳг — координата пары шлицов, последней вступившей в кон­
такт, но еще не воспринявшей нагрузки; z — число шлицов, вос­
принимающих нагрузку; zm — полное число шлицов в соединении.

Естественно, что при zm — z, Ѳг =  я/2 и формулы (1.7), (1.8) 
обращаются в формулы (1.2), (1.5).

Характерно, что угол Ѳ2, определяющий зону нагруженных 
шлицов, зависит от крутящего момента, передаваемого шлицевым 
соединением, углом перекоса осей сопрягаемых муфт, деформа- 
тивностью шлицов и ободьев шлицевых муфт. Это, с одной сторо­
ны, вызывает необходимость при строгом решении задачи о де- 
формативности ободьев шлицевых муфт учитывать совместное 
деформирование элементов уравнительных механизмов, а с дру­
гой — определяет необходимость экспериментального исследо­
вания напряженного и деформированного состояний шлицевых 
муфт с целью внесения корректировочных коэффициентов в струк­
турные формулы для упругих перемещений ободьев шлицевых 
муфт.

Строгое решение задачи о деформативности ободьев шлицевых 
муфт уравнительных механизмов планетарных редукторов с уче­
том особенностей конструктивного исполнения муфт и характера 
их нагружения связано со значительными трудностями. Поэтому 
в работе [8], например, применительно к шлицевым муфтам урав­
нительного механизма эпицикла были приняты допущения, ко­
торые позволили разработать методику расчетного определения 
деформативности ободьев шлицевых муфт.

Поскольку ободья шлицевых муфт данного типа относятся к 
классу коротких оболочек, то для определения их деформации 
можно поступить следующим образом. При нахождении кольце­
вой жесткости ободьев шлицевых муфт, характеризующей их 
радиальную деформацию, они могут рассматриваться как кольца.



В этом случае, однако, останется неопределенной изгибная 
жесткость ободьев муфт, характеризующая непостоянные по про­
дольному сечению радиальные перемещения точек. Поэтому для 
определения осевого прогиба ободьев шлицевых муфт их следует 
рассматривать как короткую цилиндрическую оболочку, подкреп­
ленную кольцами повышенной жесткости.

Упрощение решения в данном случае достигается тем, что 
суммарная нагрузка на шлицах в виде (1.1) учитывается только 
при определении кольцевой жесткости ободьев шлицевых муфт, 
а при нахождении осевого прогиба муфт можно ограничиться 
рассмотрением только осесимметричного нагружения их в сече­
ниях, где приложены нагрузки от шлицевых венцов.

Данное в [8] решение задачи о деформативности ободьев 
шлицевых муфт уравнительного механизма эпицикла, полученное 
с учетом указанных допущений. Однако как видно из приведен­
ного расчета, решение имеет достаточно громоздкий вид, что свя­
зано с попыткой учесть различную изгибную жесткость колец 
(шлицевых венцов) и оболочек.

В связи с этим ниже дается упрощенный метод расчета де­
формативности ободьев шлицевых муфт, в котором пренебрегается 
повышенной жесткостью шлицевых венцов. Хотя задача о тонкой 
упругой оболочке при произвольных нагрузках и граничных ус­
ловиях на торцах принципиально решена [20, 42, 73], однако 
решение ее весьма громоздко, поэтому упрощение задачи с учетом 
конструктивного исполнения ободьев шлицевых муфт вполне 
оправдано.

§ 2. Периодическая деформация шлицевых муфт
Периодическая деформация ободьев шлицевых муфт уравнитель­
ного механизма эпицикла может быть определена из известных 
решений, полученных для тонкого кольца. Если нагрузка р, 
действующая на замкнутое круговое кольцо, является периоди­
ческой функцией от угла Ѳ, то радиальное w и тангенциальное и 
перемещения его также должны быть периодическими функция­
ми этого угла. Ограничиваясь случаем, когда нагрузка является 
четной функцией от угла Ѳ, получим

оо
Р = Р +  PnCoskQ, (2.1)

л=і
где рк — некоторые заданные константы, определяемые из раз­
ложения функции р в ряд Фурье.

Принятие зависимости для нагрузки р в виде (2.1), очевидно, 
соответствует предположению, что первая гармоника кривой 
зазоров в шлицевом соединении совпадает по фазе с гс-ош гармо­
никой, обусловленной деформативностью ободьев шлицевых муфт.



Поскольку, однако, при вращении сателлитов фаза 2с-ой гармо­
ники кривой зазоров изменяется, то условие (2.1) справедливо 
только для определенного момента времени.

Известно [52], что равномерная радиальная нагрузка кольца 
г вызывает равномерное же растяжение кольца определяемой 
формулой

Вся остальная радиальная нагрузка (кроме первой гармоники 
r j  вызывает у кольца изгиб, происходящий без растяжения нейт­
ральной линии кольца и определяемый формулами

w«
rk cos /сѲ

к—2 EI (к2 — I)2 V -  У  -P Î - . - Ibи -  Z j e i  k n
f£=2

S ІП Ш

■ ( к 2 —  1)2
(2.3)

Подстановка упругих перемещений w шѵ из (3) в (1.4) дает сле­
дующее выражение для угла поворота сечения кольца

Ті V  Р3 
^  ЕІ 'к=2

rk sin кѲ 
к (к2 — 1)2 (2.4)

Если на кольцо действуют периодически изменяющиеся из­
гибающие моменты, то, дифференцируя уравнения (3) и (4), по­
лучим

00 , ОО

S p3 т  ̂ s in  АѲ ^  рЗ тk cos АѲ
I T '  Ат (ft2 — 1) ’ уи =  — ~ Ё Г Ш (ÄS — 1)2 » fc=2 Ѵ ' fc=2 Ѵ '

оо
S 0 2 m-, cos АѲ

і г ' - і к г т г -  (2-5>ІС=2 '
Что же касается первой гармоники радиальной нагрузки rlt. 

то ее влияние на деформацию кольца может быть учтено непосред­
ственно по методу элементарной нагрузки с помощью формул 
табл. 7.

Щ =  - ^ - m wR, Ui =  ~ - m vR, ï i  =  -^ --m vR. (2.6)

Сохраняя в разложении (2.1) первую и zc-yro гармоники, по­
лучим выражения для радиальной деформации кольца

w а гр2
~ЕЁ

Ер2
I

-=^mwR -1— zß-‘
cos z ѲС

(*2- В2
(2.7)

Аналогично можно записать выражения для остальных со­
ставляющих упругой линии кольца.

Периодическую деформацию ободьев шлицевых муфт урав­
нительного механизма солнечной шестерни будем искать на



основе известных решений, полученных для тонких упругих 
оболочек. Поскольку в данном случае имеется две зоны нагру­
жения ободьев шлицевых муфт, то в качестве элементарных вос­
пользуемся решениями, полученными для случая нагружения 
оболочки двумя диаметрально расположенными сосредоточенными 
нагрузками.

~0

^

. 1 У  J  Р и с. 6 6 .  Расчетная схема
\ у  ; /  обода зубчатой муфты

р с

В работе [65] получено решение для цилиндрической оболочки, 
подверженной действию двух диаметрально расположенных ра­
диальных сосредоточенных сил, в предположении, что растяже­
нием срединной поверхности оболочки можно пренебречь. Выра­
жения для упругих перемещений точек оболочки (рис. 33) при 
этих условиях имеют вид

Яр3
яШ

Рс

V = Яр3
jiDZ

к = 2, 4,

2
fc=2, і, (

Г 1
L'-g- A3/3 +  2 (1 — V) р3

cos АѲ 
(А3 — I)2

1 №сх
Г 1

w = Яр3
яШ 2  [4

2 - А3/3 +  2 (1 — ѵ) р3 

к2сх

sin АѲ 
к (А3 — I)3

cos АѲ

(2 .8)

А=2, 4, —  A43 +  2 (1 — ѵ) р3
(А3 — I)3

где Л — радиальная нагрузка; р — радиус срединной поверх­
ности оболочки; I — половина длины оболочки; с — координата 
точки приложения радиальной силы Л (отсчитывается от сред­
него сечения оболочки); х — координата рассматриваемой точки 
.(отчитывается от среднего сечения оболочки);- D — цилиндриче­
ская жесткость оболочки; D = ЕН 03/12(1—ѵа); # 0 — толщина 
оболочки.

В работе [82] для оболочки, защемленной на одном торце, и 
нагруженной парой диаметрально расположенных тангенциаль­
ных сил Р методом, изложенным в работе [65], получены упругие 
перемещения в предположении, что срединная поверхность обо­
лочки нерастяжима. Выражения для упругих перемещений точек 
оболочки при этих условиях имеют вид

и = Яр3
яШ S

А=2, 4, в...
_______РС '
- у  кН* +  2 (1 —

sin АѲ
к (А3 — I)3 »



V —

w

P p 3

яШ ït=2, 4, 6...

P p 3  

яШ s

k2cx

- g -  k42 +  2 (1 —  V) p 2]  

, k-cx

cos АѲ 
(fe2 -- 1)2 *

sin  АѲ

(2.9)

k=2, 4,6... 1• №  +  2 (1 ■ Ar (A:2 — l ) 2

Поскольку тангенциальное усилие, действующее на шлицы, 
приложено на некотором расстоянии Лш от срединной поверхности 
оболочки, то, перенося силу Р на срединную поверхность, полу­
чим изгибающий момент М ~ Р - Н Ш. Действие этого момента 
можно учесть, если продифференцировать (8) по Ѳ. Тогда получим 
следующие выражения для упругих перемещений точек оболочки:

и =

V =

w = М  р 2 

яШ 2 к2сх
;

- g -  кН2 — 2  (1  —  ѵ) р 2

к s in  А;Ѳ ‘ 
(А2 — !)2 '

(2.10)

Приведенные формулы можно использовать для случая, когда 
нагрузка равномерно распределена по длине шлица Ьш, распо­
ложенного со стороны свободного торца. Для этого можно вос­
пользоваться принципом наложения. Полагая, что нагрузка рав­
номерно распределена по длине шлица, можно найти прогиб 
в точке с координатой х, произведенный элементарной силой 
qdi, приложенной на расстоянии от этой точки.

Интегрируя затем выражение для прогиба от элементарной 
силы, найдем перемещения точек оболочки в виде (2.8) — (2.10), 
где под с следует понимать расстояние от среднего сечения обо­
лочки до среднего сечения шлицевого венца, т. е.

с =  (2.11)

Таким образом, выражения (2.8) — (2.10) с учетом (2.11) 
могут быть использованы для определения упругих перемещений 
ободьев шлицевых муфт под действием сосредоточенных усилий.

Формулы (2.8) — (2.10) справедливы для случая, когда на­
грузка приложена в сечениях Ѳ =  0 и я. Если рассматриваемая 
пара сил действует в сечениях Ѳ =  ср и я +  Ф , то в формулах 
(2.8) — (2.10) вместо угла Ѳ следует положить Ѳ — <pf.

Поскольку на обод шлицевой муфты от шлицевого венца дей­
ствует система сил, распределенных на участке от —0Z до Bz; 
то для определения суммарных упругих перемещений обода муфты 
следует просуммировать действие каждой из сил. При этом необ­



ходимо учесть, что нагрузка по шлицам распределяется неравно­
мерно и подчиняется зависимостям (1.2), (1.5), (1.7) и (1.8). Сум­
мируя действие отдельных «элементарных» нагрузок, необходимо 
образовать следующие суммы:
.для шлицов с прямолинейной образующей

2
і=о

Z

2
і=0

P P2 (̂ COS 

P +  P г (cos Ѳ* -

-i-)]sinÄ (0 — Ѳі),

ein Ѳ. \"|
~ 0— jj sin A: (Ѳ — Ѳі),

(2.12)

для шлицов с бочкообразной образующей
гш/4
2  [ рг=0 L

Рг[-^---- sin2 Ѳі sink (Ѳ — Gj),

2
г—О

_  , 1 /  sin2 Ѳ„ .
Р +  Л  ( —  И ----- 20— J — sin20i

(2.13)

sin к (Ѳ — Ѳі).

Кроме этого, должны быть образованы суммы, аналогичные 
І2А2) и (2.13) с заменой sin к (Ѳ— Ѳг) на cos к (Ѳ — Ѳг). Заменяя 
•суммирование интегрированием, получим следующие выражения 
для сумм, входящих в (2.12) и (2.13)

sin кв,
2 sin к (Ѳ — Ѳ{) ä  sin кв ■

2 cos к (Ѳ — Ѳі) ж  cos' кв •

kQz
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4 г
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1
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2 L (A — 1) ѳг 1 (* + 1 )Ѳ г
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, (2.14)

sin (к +  2) ѳ. 
(к +  2 )  Ѳ *

2 sin2 Ѳі cos к (Ѳ — Ѳі) ж  cos кв
\  г sin кв  sin (к —  2) Ѳ

]■
кв . (к —  2 )  Ѳг

sin (к +  2) Ѳ -
(к +  2) Ѳг J

Формулы (2.14) соответствуют случаю, когда нагрузку вос­
принимают z из zm шлицов. Полагая в (2.14) z — zm и Ѳ2 =  я/2,



получим соответствующие суммы для случая, когда нагрузку 
воспринимают все шлицы соединения.

2яіпА(Ѳ — Ѳ4) =  зіпАѲ • 4 - '— ./с д

2 cos к (Ѳ — ѲЛ =  cos kQ ■ 4 — —, ' ' ft я ’

2 cos Ѳ4 sin к (Ѳ — Ѳі) =  sin kQ • —

2
2 cos Ѳі cos к (Ѳ — б,-) =  cos kQ ■ —  
2 sin2 Ѳ{ sin к (Ѳ — 0j) =  О,

(к2 — 1) ’

(ft2 —  1 )  ’
(2.15)

2 sin2 Ѳ j cos к(Ѳ — Ѳі) = 0.
Полученные формулы позволяют найти выражения для упру­

гих перемещений ободьев шлицевых муфт уравнительного меха­
низма солнечной шестерни. Для случая, когда нагрузку воспри­
нимает только часть шлицов,
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Коэффициент Сь  входящий в формулы (16) — (18), приведен 
в табл. 26.

Т а б л и ц а  26. Значения коэффициента С к , входящего в формулы 
(2.16) — (2.18).

Тип шлицов Тип нагруж ения 
шлицов Формула

С прямолиней­
ной образую­
щей

Нагружена часть 
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ЦЫ і
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Таким образом, формулы (2.16) — (2.18) совместно с табл. 26 
дают возможность определять деформативность обода шлице­
вой муфты уравнительного механизма солнечной шестерни при 
перекосе осей сопрягаемых муфт и при различном конструктив­
ном исполнении шлицов. Если потребуется определить дополни­
тельное смещение шлицов, обусловленное податливостью обода 
шлицевой муфты, то полученные упругие перемещения необхо­
димо спроектировать на нормали к профилям шлицов в соответ­
ствии с (4.3.1).

Приведенные формулы получены в предположении, что из­
вестно число шлицов z, передающих нагрузку. Поскольку z 
зависит не только от податливости ободьев шлицевых муфт, но и 
от деформации самих шлицов, то при решении задачи о распре­
делении нагрузки между шлицами необходимо учитывать оба 
фактора. Приведенные формулы следует рассматривать как вспо­
могательные зависимости, необходимые для решения задачи о сов­
местном деформировании и нагружении элементов шлицевого 
■соединения.



§ 3. Осесимметричная деформация шлицевых муфт

В работе [8] получено решение задачи об осесимметричной дефор­
мации ободьев шлицевых муфт уравнительного механизма эпи­
цикла. При этом рассматривалась изгибная деформация ободьев 
муфт, сопровождаемая искривлением их образующих под дейст­
вием усилий, приложенных к торцам муфт от шлицевых венцов.

Приведенные в [8] уравнения позволяют решать задачу о на­
пряженном и деформированном состоянии ободьев шлицевых 
муфт при произвольном соотношении жестокостей оболочек и 
колец (шлицевых венцов).

Практическое использование данного метода расчета свя­
зано с вычислительными трудностями, поскольку приходится 
решать достаточно сложные системы алгебраических уравнений, 
поэтому представляется целесообразным поиск обоснованных 
упрощений расчета.

Применительно к планетарным механизмам вполне обоснован­
ным упрощением является пренебрежение различной жесткостью 
колец (шлицевых венцов) и оболочек. Это связано, во-первых,
С тем, что шлицевый венец начинается непосредственно от внут­
реннего диаметра оболочки, поэтому его эффективная толщина 
незначительно превосходит толщину оболочки, а, во-вторых, 
взаимное деформирование элементов уравнительных механизмов 
не позволяет аналитическим путем получить точное решение 
о напряженном и деформированном состоянии шлицевых муфт. 
В связи с этим аналитические методы позволяют получать лишь 
структурные формулы, корректировка которых должна прово­
диться на основе специально поставленных экспериментальных 
исследований. Кроме того, раздельное рассмотрение периодиче­
ской и осесимметричной деформации ободьев шлицевых муфт 
является серьезным допущением, поэтому, приняв его, нецеле­
сообразно проводить дальнейший расчет с точностью, большей 
соответствующей этому допущению.

В связи с этим, пренебрежение различной толщиной колец 
и оболочек является достаточно обоснованным и вместе с тем зна­
чительно упрощает расчет. Упрощение достигается благодаря 
тому, что отпадает необходимость удовлетворения уравнениям 
совместности деформаций сопряженных участков. Это позволяет 
использовать известные решения о цилиндрических оболочках 
при осесимметричном нагружении [16].

Для блокирующей муфты (рис. 32, а) можно рассмотреть де­
формацию короткой цилиндрической оболочки, нагруженной на 
одном торце равномерно распределенными радиальными силами, 
а на втором торце имеющей заделку, препятствующую повороту 
сечения. Такой вид заделки оболочки учитывает то обстоятельство, 
что в связи с симметричным нагружением блокирующей муфты 
ее среднее сечение не поворачивается. Расчетные формулы для 
перемещения, угла поворота сечения и изгибающего момента.



имеют вид [16]]

ЩХ) =  -щ г  ІФіѴо (Ь ) — фіУі (кх) +  Ѵъ (кх)], 

fy*) =  - ^ г  [— 4Фі^з (&?) -  ФіУо ( И  +  Ѵ2 (кх)],

М (х) =  [— 4ф1Ѵ2 {кх) +  Ц іѴ3 (кх) +  Ѵх (кх)],
где

Vg (ft/) +  4F| (ÄZ)
Фі ~  4 [Fl (kl) Fo (ftZ) +  4F3 (ftZ) F3 (ÄrZ)] ’

Fj (kl) F2 (kl) -  F0 (kl) V3 (kl) 
фі Fi (kl) Fo (ftZ) +  4F2 (kl) V3 (kl) ’

V t (kl) — функции A. H. Крылова по параметру kl

k = y  p2/ /2 ’ D = EH*
12 (1 — V2) '

В сечении, где приложены радиальные усилия (х =  0), w и ѵ 
принимают следующие значения

w(o) -  Фі"о£Г, p(o)----- "ЩГ •
Если в шлицевом соединении эпицикл — блокирующая муфта 

шлицы наклонные, то в соединении возникают осевые силы и 
связанные с их ввецентровым приложением изгибающие мо­
менты. Действие осевых сил на величину перемещения w может 
быть учтено по формуле w* =  —v#/4A:4p0Z), а действие равномер­
но распределенного изгибающего момента М  — по формулам 
[16]

М
Щх) =  -щ г  (кх) — Фг^і (кх) +  Ѵ2 (Аж)],

мѴ(Х) = -Щ- [— 4ф27 3 (кх) — ф2У0 (кх) +  Ѵг (кх)],

где
М (х) =  М  [— 4ф2У2 (кх) +  4ф2У3 (кх) ф- Ѵ0 (кх)].

Fl (kl) F2 (kl) — Fo (kl) Ѵз (kl) 
фг ~  Fo (kl) Fl (kl) +  4F2 (ftZ) Va (kl) '

V\ (kl) +  4V\ (kl)
=  Fo (kl) Fi (kl) +  4F2 (kl) F3 (kl) '

В сечении, где приложен изгибающий момент (х = 0), w и й  
принимают следующие значения

М , м
»(О) =  Ф* , W(0)= —



Совместное действие распределенных на торце радиальных 
сил и изгибающих моментов учтется суммированием результатов, 
полученных по приведенным формулам.

Для соединительной муфты 1 (рис. 32, б) решение задачи 
может быть получено из рассмотрения короткой цилиндрической 
оболочки, на одном торце которой приложена равномерно рас­
пределенная радиальная нагрузка, а другой торец свободен. 
Наложением двух решений, когда один торец нагружен радиаль­
ной силой rlt а другой торец — радиальной силой г2, можно 
получить искомое решение о деформации соединительной муфты. 
Согласно [16] расчетные формулы для гщй и М  имеют вид

Щх) =  -щ г [cp3F0 (кх) — фзТД (кх) +  Vs (fer)],

v(x) =  [— 4ф3У3(кх) — ф3У0(Ь ) +  Ѵ2 {кх)),

М {Х) =  — - [— 4ф3У2 (кх) +  4ф37 3 (кх) +  Ѵх (кх)], 
где

_  Ѵі (kl) Vj (kl) — Fq (kl) V3 (kl) _  v t  (kl) ~  V<> (kl) ^2 (kl)
ф3 _  4 [Ff (kl) -  Vt (kl) V3 (kl)] ’ “  4 [V\ (kl) -  Fx (kl) V3 (kl)] '

Действие радиальных сил интенсивности г2 учтется аналогич­
ными формулами, только вместо координаты х в них будет вхо­
дить координата х* = I — х и знак поменяется на обратный. 
В этом случае перемещения на одном торце будут зависеть от 
усилий, действующих на обоих торцах, и расчетные формулы для 
них примут вид:

(̂о) =  Фз -Дрг — -ff? ІФзѴ0(Щ — фДД (kl) +  V3(kl) ],

Ѵ(0) — — Фз "Щ5---[— 4ф3У3 (kl) ф3У0 (kl) 4- Ѵ2 (kl) ].

Формулы для перемещения на другом торце имеют аналогич­
ный вид, только в них следует поменять знак на обратный и по­
менять местами нагрузки Г\ и г2.

Для соединительной муфты 2 (рис. 32, в) можно рассмотреть 
деформацию короткой цилиндрической оболочки, на одном торце 
которой действует равномерно распределенная радиальная на­
грузка, а второй торец жестко заделан. В этом случае расчетные 
формулы для w, й и М  примут вид [16]

Щх) =  д д г  [ф4̂ 0 (кх) — ф41Д (кх) +  Ѵ3(Аж)],

ѵ(Х) =  [— 4ф4У3 (кх) — ф4У0 (кх) +  Ѵ2 (кх)),

м (х) = - J - 1— 4Ф47 2 (кх) 4- 4ф47 з (кх) 4- Ѵх (кх)),



где
Fi (kl) F2 (kl) — Уз (kl) Vp (kl) _  Fp (kl) F2 (kl) +  4Fg (kl)

V* (kl) + 4Fi (kl) F3 (kl) ’ F§ (kl) +  4Fi (kl) F3 (kl)

В сечении x =  О перемещения w и й равны
г г

W(0) ф4 "Щ з ) У(О) Y4 Dfcî •

Поскольку шлицевые муфты уравнительных механизмов цен­
тральных колес передают также крутящий момент, то следует 
учесть тангенциальные перемещения муфт. Рассматривая муфты 
как цилиндрические оболочки при осесимметричном кручении, 
определим тангенциальные смещения точек по формуле

v* = - ~w i:v) Р( 1~ х ) ,  (3.1)

где р — интенсивность тангенциальных (окружных) сил в шли­
цевом соединении.

В шлицевых соединениях с наклонными шлицами возникают 
осевые силы, под действием которых происходит растяжение или 
сжатие блокирующей муфты (в зависимости от направления вра­
щения передачи и знака угла наклона шлицов). Равномерная осе­
вая нагрузка в шлицевом соединении вызывает осевую деформа­
цию блокирующей муфты, равную

и я
ЕНо ('1 -  *). (3.2)

где q — интенсивность равномерно распределенной осевой силы, 
x — координата точки, отсчитываемая от загруженного торца.

Составляющие упругих перемещений wn и ѵп под действием 
периодических нагрузок определены выше. При построении об­
щего выражения для упругих перемещений шлицевых муфт при­
мем, что найденные выше перемещения wn и ѵп имеют место на 
торцах, где приложены усилия от шлицов. По длине муфты они 
изменяются так же, как радиальные перемещения при осесим­
метричном нагружении муфты. В этом случае суммарное радиаль­
ное перемещение определится как сумма

W-Z =  [Wo (°) +  wn] F (x), (3.3

здесь w0 (0) — радиальное перемещение муфты при осесимметрич­
ном нагружении в сечении х = 0, где действуют усилия от шли­
цов, определяются для соответствующей схемы нагружения, 
wn — радиальное перемещение муфты при периодическом нагру­
жении (2.3, 2.5).

Функция F (х), характеризует изменение радиальных пере­
мещений муфты по длине ее при осесимметричном нагружении*



Аналогично могут быть построены формулы для тангенциаль­
ных vz и осевых uz перемещений муфты. При этом периодическая 
составляющая ѵп может быть определена из формул (2.3 и 2.5), 
а для нахождения ип можно принять, что она равна

ип = и * cos геѲ, (3.4)
я

где qn — перегрузка муфты, связанная с их деформацией. Ком­
поненты упругих перемещений Wz, vz и vz должны удовлетворять 
уравнениям равновесия оболочки [73]. Построенные указанным 
образом упругие перемещения муфт, естественно, не удовлетво­
ряют уравнениям равновесия оболочек, поэтому принятые при 
их записи допущения следует проверить экспериментальным 
путем.

Имея выражения для упругих перемещений муфт, можно по­
лучить формулы для внутренних усилий

М  і = D ' дгт . V 
_ дх2 р 2

дV . d2w у
Ж  +  IF "  )_ '

М г = — D дѵ
Ж

д2н) '
W ,

дЧГ 
dæ2 _ ’

и напряжений в муфтах
N i  I 6  д т

Яо +  — М ЬН1
0,1 =

N 2

Но
S  _j_ 6  м

Ж + щ М п -
(3.6)

§ 4. Экспериментальные исследования
деформации ободьев шлицевых муфт

Определение податливости ободьев шлицевых муфт аналитиче­
ским путем представляет значительные трудности, так как нали­
чие зазоров в шлицевых соединениях и связанное с этим относи­
тельное смещение профилей шлицов вызывает необходимость 
решать задачу в нелинейной постановке. Поэтому появляется



необходимость в разработке приближенного метода расчета по­
датливости ободьев шлицевых муфт. Однако применительно 
к планетарным механизмам вопрос о характере деформирова­
ния шлицевых муфт не изучался ни в экспериментальном, 
ни в расчетном плане, поэтому не представляется возможным 
при составлении расчетной схемы учитывать более существенные 
факторы, в то же время пренебрегая менее существенными.

Выполненное выше аналитическое определение податливо­
сти шлицевых муфт основано на предположении о существо­
вании силового контакта между двумя сопряженными муфтами

в любой момент времени. Однако этим предположением накла­
дывается только верхнее граничное условие, заключающееся 
в том, что перемещение точки шлица ведомой муфты не может 
быть больше соответствующего перемещения сопряженной точки 
шлица ведущей муфты.

Существующее между сопряженными шлицами взаимное про­
скальзывание, не нарушая силового контакта между ними, влияет 
на деформативность ободьев шлицевых муфт. Поскольку про­
скальзывание профилей шлицов не было учтено при разработке 
аналитического метода определения деформативности ободьев 
шлицевых муфт, то на планетарном редукторе (рис. 1) совместно 
с тензометрированием ободьев эпициклов было выполнено также 
тензометрирование обода блокирующей муфты для сопоставле­
ния действительных величин деформаций тензодатчиков с расчет­
ными величинами и оценки на основании этого точности разрабо­
танного выше приближенного метода расчета деформативности 
ободьев шлицевых муфт [8].

Анализ работы уравнительных механизмов планетарных ре­
дукторов [2] показал, что причиной появления контактной 
коррозии на профилях шлицов является относительное проскаль­
зывание контактирующих поверхностей шлицов. Непосредствен­
ное определение относительных смещений сопряженных профи­
лей шлицов экспериментальным путем представляет значитель­
ные трудности. Поэтому была предпринята попытка косвенным 
путем — по деформации элементов уравнительного механизма 
эпицикла — выявить наличие проскальзывания профилей кон­
тактирующих шлицов.

С этой целью эпициклы и блокирующая муфта тензометриро- 
вались при таком взаимном положении, при котором розетки тен-

Р и с. 34. Осциллограмма за­
писи деформации эпицикла и 
блокирующей муфты



зодатчиков на обоих элементах находились в одном сечении. 
На рис. 34 приведена осциллограмма одновременной записи де­
формации тензодатчиков, наклеенных на эпицикле и блокирую­
щей муфте, из которой видно, что в то время как тангенциальный 
датчик 10  зарегистрировал резкое изменение деформации эпицик­
ла, осевой 47 и окружной 46 датчики зарегистрировали плавный 
переход экстремальной величины деформации блокирующей 
муфты.

Плавное изменение деформации блокирующей муфты в момент, 
когда деформация эпицикла претерпевает скачок, указывает на 
то, что блокирующая муфта не связана жестко с эпициклом и 
поэтому не следует за ним в деформированном состоянии. Обнару­
женная особенность совместного деформирования эпицикла и 
блокирующей муфты может быть объяснена наличием проскаль­
зывания между профилями шлицов соединений уравнительных 
механизмов.

Действительно, если бы эпицикл и блокирующая муфта де­
формировали как единое целое и между шлицами не было бы про­
скальзывания, то, во-первых, эпюры деформаций тангенциаль­
ного тензодатчика на эпицикле и окружного тензодатчика на 
блокирующей муфте были бы подобны; во-вторых, амплитуда де­
формаций первого из названных тензодатчиков была бы меньше, 
чем второго тензодатчика, так как он расположен на волокнах, 
менее удаленных от центра детали. Из осциллограммы (рис. 34) 
видно, что эпюры деформаций тензодатчиков на эпицикле и бло­
кирующей муфте значительно отличаются друг от друга, а ампли­
туда деформаций первого из них в момент прохождения через 
сечение сателлита даже больше, чем второго тензодатчика, следо­
вательно, относительное смещение профилей шлицов приводит 
к тому, что нагрузка от сателлитов, распределившись по неко­
торой зоне, не полностью передается на блокирующую муфту, 
в результате чего последняя претерпевает меньшую деформацию, 
чем эпицикл.

Анализ совместного деформирования элементов уравнительно­
го механизма позволяет получить некоторые практические выводы 
для проведения вибрационных и жесткостных расчетов плане­
тарных редукторов. Поскольку проскальзывание профилей шли­
цов приводит к тому, что охватывающая муфта деформирует 
в меньшей степени, чем охватываемая, то при составлении рас­
четной динамической схемы планетарного редуктора уравнитель­
ный механизм недопустимо рассматривать как единое целое. 
Несоблюдение этого условия может привести к погрешностям 
в определении спектра собственных частот колебаний редук­
тора.

Далее, при расчете деформативности элементов уравнитель­
ных механизмов (шлицевых муфт) недопустимо задаваться пере­
мещениями на торцах, равными соответствующим перемещениям 
охватываемой детали (эпицикла), так как проскальзывание про-
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филей шлицов, не нарушая силового контакта между ними, в то 
же время приводит к тому, что перемещения шлицов на сопряжен­
ных элементах отличаются друг от друга. Наконец, так как на­
грузка распределяется по шлицам, а не полностью передается на 
шлицевые муфты уравнительного механизма, то при составлении 
расчетных схем для определения деформативности последних 
нельзя рассматривать муфты нагруженными сосредоточенными 
силами, равными усилиям на сателлитах [8].

При исследованиях была сделана попытка выявить зависимость 
между показаниями тензодатчиков и величинами зазоров между 
шлицами соединения эпицикл — блокирующая муфта, однако 
испытания показали, что, так же как и для эпицикла, деформа­
ции тензодатчиков практически не зависят от величин зазоров 
между шлицами. По-видимому, это связано с тем, что местные 
зазоры в шлицах оказывают влияние на деформацию блокиру­
ющей муфты только в непосредственной близости от шлицевого 
венца, и по мере удаления тензодатчика от места приложения 
нагрузки на него в меньшей мере влияет местное изменение 
нагрузки.

Согласно экспериментальным данным, относительные дефор­
мации, зарегистрированные тензодатчиками, хорошо описываются 
следующими функциями: 

окружной тензодатчик:
е9 == (1,0 +  6,0 cos ЗѲ)- 10_e, (4.1)

осевой тензодатчик
е0 =  -  (8 ,0+  2,5 cos ЗѲ)-ІО'6, (4.2)

наклонный тензодатчик
845 = - ( 1 3 , 0 +  4,0 cos ЗѲ)-10-®. (4.3)

Для определения расчетных напряжений в блокирующей 
муфте воспользуемся приведенными выше формулами. Изгибные 
напряжения при осесимметричном нагружении муфты могут быть 
определены из формулы (3.6). В зоне наклейки розетки тензодат­
чиков нормальные напряжения с 0 от изгибающего момента М х 
равны Пом =  —32,2 кГ/см2, а от растягивающих усилий N x — 
— с?ом =  8,98 кГІсм2.

При расчете шлицевых муфт было принято, что толщина обо­
лочки и колец муфт одинакова, что и привело к завышению рас­
четных изгибных напряжений. Как показано в работах [36, 37], 
наличие на торце оболочки упругого кольца значительно повышает 
жесткость оболочки и снижает местный прогиб на 30 — 35%. 
Поскольку схема расчета и условия эксперимента в этих работах 
отличаются от таковых применительно к шлицевым муфтам пла­
нетарных механизмов, то до проведения специальных исследова­
ний в расчетные формулы для изгибных напряжений при осесим­
метричном нагружении введем коэффициент жесткости кх — 1,25.



Тогда осевые изгибающие напряжения будут равны

3о =  TÜ r +  аом — — 16,75 кГ/см2, (4.4)
Изгибающие напряжения в окружном направлении, обуслов­

ленные изменением муфтой правильной круговой формы, опреде­
ляются по формуле

которая после пренебрежения величиной Н 0/2р по сравнению 
с единицей примет следующий вид

бе = г- 1 +  +^
Г

Л і
2р

р ’’- ■ F №
(к* — 1)2 - cos А'Ѳ;öj,

В этой формуле первое слагаемое учитывает равномерное рас­
тяжение муфты под действием равномерной составляющей ради­
альной нагрузки г. Величина г в этой формуле принимается равной 
разности между радиальными нагрузками на шлицах соединений 
эпицикл — блокирующая муфта гэ_б и блокирующая муфта — 
соединительная муфта гб_с, т. е.

Г — 2 г Э-б Гд_с .

Перегрузка шлицов, обусловленная податливостью сопряжен­
ных муфт, может быть определена на основании тензометриро- 
вания шлицевого соединения (§ 3.3), которое показало, что г3 не 
превосходит 0,1 гэ_б. Принимая г3 =  0,1 гэ_о и полагая к ~  3, 
из формулы найдем выражение для напряжений Ов в исследован­
ной блокирующей муфте

аѳ =  1,15 +  H,9cos30 кГ/см2. (4.5)
Решая уравнения закона Гука относительно деформаций, по­

лучим выражения для расчетных значений е9 и е0:
еѳ == (2,88+ 5,55 cos ЗѲ)-ІО-6, (4.6)

8о =  -(7 ,9 5  +  1,66 cos ЗѲ)-10 +  (4.7)

Сравнение расчетных и экспериментальных эпюр относи­
тельных деформаций показывает их хорошее соответствие.

Это указывает на допустимость поэлементного рассмотрения 
осесимметричного и периодического изгиба муфт.

Расчетная величина касательных напряжений, вызванных 
осесимметричным скручиванием муфты, равна

т =
Мкр

2я+йо — 8,5 кГ/см2. (4.8)
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Экспериментальная эпюра напряжений т, определенная по> 
формуле закона Гука с учетом (4.1—4.3), имеет вид

т =  — (15,7 +  9,5 cos ЗѲ). (4.9)

Сравнивая (4.8) и (4.9), видим, что действительные напряжения 
почти в 2 раза превосходят расчетные напряжения в предположе­
нии свободного скручивания муфты. Такое расхождение расчет­
ных и экспериментальных величин касательных напряжений/ 
объясняется, по-видимому, тем, что тензодатчики были наклеены 
в достаточной близости от торца х = I, где еще проявляется кра­
евой эффект. Наличие периодической составляющей свидетельст­
вует о том, что при расчете касательных напряжений, возника­
ющих в ободе муфты, необходимо учитывать также периодический 
изгиб обода и определять касательные напряжения по более об­
щим формулам (3.6).



III. ДЕФОРМАТИВНОСТЬ САТЕЛЛИТНОГО УЗЛА

Глава 7. ДЕФОРМАЦИЯ ОСИ САТЕЛЛИТА

Сателлитный узел включает детали, с помощью которых сател­
литы устанавливаются в планетарном редукторе. Обычно сател­
литный узел состоит из осей сателлитов, на которые устанавли­
ваются сателлиты и водила, щеки которого служат опорами для 
осей сателлитов. В некоторых случаях с целью обеспечения сим­
метричного подвода или отвода крутящего момента предусматри­
вается промежуточная деталь — сателлитодержатель,— в кото­
рой делают расточки под оси сателлитов и которую крепят непо­
средственно к водилу планетарного редуктора.

Ось сателлита работает в сложных условиях нагружения, по­
этому при строгом решении задачи ее следовало бы представить 
в виде толстостенного цилиндра, к которому на трех участках 
приложены контактные нагрузки. Очевидно, что в такой поста­
новке точное решение задачи представит значительные трудности. 
Поэтому для разработки инженерного метода расчета податли­
вости оси сателлита необходимо принять приближенную расчет­
ную модель, достаточно хорошо соответствующую действитель­
ным условиям нагружения оси сателлита.

При исследовании деформированного состояния оси сателлита 
удобно ввести в рассмотрение податливость оси сателлита, под 
которой будем понимать отношение перемещения сателлита вдоль 
линии действия приложенного к нему усилия 2Р 0 (Р 0 — окруж­
ное усилие в зубчатом зацеплении сателлита с одним из централь­
ных колес) Wz, обусловленного упругой деформацией оси сател­
лита, к удельной нагрузке PJa  (2а — длина участка контакта 
оси сателлита с сателлитом)

бв =  Wz/P0la,

где Wz ~  wa +  wcд +  W ob +  w1K +  wiK, Wz — суммарная де­
формация оси сателлита в направлении силы 2Р0, wa — изгиб- 
ная деформация оси сателлита, шсд — деформация сдвига 
оси сателлита, w0B — деформация овализации оси сателлита, w1K — 
контактная деформация оси сателлита в сопряжении с сател­



литом, w2к — контактная деформация оси сателлита в сопря­
жении с расточкой в щеке водила.

Кроме того, для учета влияния податливости оси сателлита 
на жесткость зубчатого зацепления зубьев сателлитов с зубьями 
центральных колес в рассмотрение может быть введена величина 
податливости зубчатого зацепления ôs, равная проекции подат­
ливости оси сателлита ôs на соответствующую линию зацепления

ôB =  ôs cos2 а.
В статических условиях нагружения усилия в зацеплениях 

сателлита с обоими центральными колесами равны между собой 
(при равных углах зацепления), поэтому можно рассматривать 
величину податливости зацеплений сателлита с обоими централь­
ными колесами, обусловленную жесткостью оси сателлита, кото­
рая будет равна

ôs =  2ôe cos2 а =  —  w %  cos2 a.r  0

Ниже дается определение составляющих суммарной дефор­
мации оси сателлита, включающих как собственно ее деформацию, 
так и контактные деформации оси сателлита с сопряженными де­
талями (сателлит, поверхность расточки под ось сателлита в во­
диле) .

§ 1. Деформация изгиба и сдвига оси сателлита

В литературе нет сведений о специальных исследованиях, посвя­
щенных изучению напряженного и деформированного состояний 
осей сателлитов планетарных механизмов. Имеются косвенные 
доказательства того, что основной составляющей упругой дефор­
мации осей сателлитов считалась их изгибная деформация, и, кроме 
того, ряд работ, в которых усилия, действующие на сателлиты, 
определялись по тензодатчикам, наклеенным в среднем сечении 
оси сателлита. Выбор зоны расположения тензодатчиков указы­
вает на предположение о преобладании изгибных деформаций над 
остальными составляющими суммарной деформации осей сател­
литов.

В работе [40] выполнено исследование напряженного и де­
формированного состояний поршневого пальца авиационного 
двигателя, условия работы которого близки к условиям работы 
осей сателлитов планетарного механизма. При теоретическом 
исследовании [40] широко используются структурные формулы 
с введением в них поправочных эмпирических коэффициентов. 
Причина такого упрощенного подхода к решению задачи заклю­
чается в чрезвычайно сложных условиях нагружения поршневых 
пальцев, что потребовало бы в строгой постановке решения соот­
ветствующих пространственных задач теории упругости. В неко­



торых случаях при таком методе отпадает необходимость в новых 
аналитических решениях соответствующих задач, поскольку по­
правочные коэффициенты с успехом могут быть применены и к 
ранее полученным, также не совпадающим с результатами экс­
периментов, расчетным зависимостям.

Будем рассматривать ось сателлита в виде балки, лежащей на 
двух упругих опорах конечной длины, загруженной в пролете 
через упругий штамп силой Р =  2Р 0 (рис. 35). Действие на балку 
опор и штампа заменим распределенными по некоторому закону 
нагрузками и будем искать перемещения и напряжения в балке 
под действием этой самоуравновешенной системы сил.

Дифференциальное уравнение изгиба призматической балки 
постоянного сечения имеет вид:

Общий интеграл дифференциального уравнения изгиба (1) 
может быть использован для определения упругой линии балки 
в случае, если нагрузка является непрерывной функцией коор­
динаты X  на протяжении всего пролета балки. Если же нагрузка 
является разрывной функцией и на различных участках балки 
имеет различное аналитическое выражение, упругая линия 
балки может быть определена с помощью метода начальных пара­
метров [16, 43].

Обычно ось сателлита планетарного редуктора имеет повышен­
ную жесткость на изгиб, поэтому ее изгибная деформация состав­
ляет незначительную часть суммарной деформации. Это дает 
основание приближенно определять изгибную деформацию оси 
сателлита. Так, можно считать, что изгибная деформация оси са­
теллита (в связи с ее малостью по сравнению с контактной де­
формацией в местах контактирования с сопряженными деталями) 
не влияет на концентрацию нагрузки на участках ее приложения, 
и принимать равномерное ее распределение на этих участках.

EIivlY =  р(х). ( U )

â ff, ff2 О, ff ff ff,/ff OJffj-c/a

Р и с .  35. Расчетная схема поршневого пальца [40]

Р и с .  36. Зависимость коэффициента Кй от параметров д и р



Угол поворота в сечении х  =  а0 =  0 найдем из условия сим­
метрии упругой линии оси сателлита относительно середины про­
лета

Ѳо
Ра2 J

1 2 Е І  / ' ѳ ’ (1.2)

где 

/>ѳ = 2 +  6д +  Зр +  р2[ і  +  3 ^ ( і  +  ^ - ) ] , р — b/a, q — c/a. (1.3)

Обычно q<ê^ 1, поэтому, опуская последнее слагаемое в (3), 
получим линейную зависимость коэффициента къ от параметра 
q. На рис. 36 приведена зависимость къ =  /  (q, р), построенная 
в предположении, что q 1 .

Стрелка прогиба в левом сечении х = а0 = 0 найдется из ус­
ловия равенства нулю среднеинтегральной величины прогиба 
оси сателлита на участке [0 , b]

0̂==_Йг • Р (*0 — 0,1 р2). (1.4)
Обычно в осях сателлитов планетарных механизмов р 1, 

поэтому в формуле (4) мояшо опустить второе слагаемое, так как 
согласно (3) кь >  1 .

Определим изгибную податливость оси сателлита как средне­
интегральную величину ее изгибной деформации на участке 
[®21

(1 .5 )

Выполняя интегрирование в (5), получим

Wu
ра

ш т . к"■ші (1.6)

кV) — ~2öp 1(2 +  р +  q? -  (2 +  q)6 — (р +  q)° +  <7°1 —

- l , 6 - ^ - [ ( 2  +  p +  ? )* - (p  +  g)s], (1.7)

k f  =  P  ( к ъ  — од . p2).

Тогда изгибная податливость оси сателлита определится по 
формуле

. w „к   и   го
u “  р/2а “  42ЕІ  * (1.8)



Момент инерции /  для кольцевого сечения с наружным d% 
и  внутренним dx диаметрами равен:

что при малых толщинах кольца h<Cd= dl ~t -̂ä обращаетсяи
в выражение

/  =  ds h . (1.10)

После подстановки в (8) значения момента инерции из (9) 
и (10 ), получим следующее выражение для изгибной податли­
вости оси сателлита

* _ 16 kw ( a \* _  2 kw d { а /А
и 3 ‘ лЕ(1 — Д«) ' \ d2 } ~  3 пЕ ' h * [ 2 ) ’ Ѵ

где А =  с /̂йг-
Обычно в планетарных механизмах конструктивные размеры 

•осей сателлитов таковы, что их длина и диаметр являются вели­
чинами одного порядка. Это требует учета деформации сдвига 
оси сателлита на величину ее суммарной деформации. Однако, 
тот факт, что на первом (пятом) и третьем участках оси сателлита 
происходит контактирование ее с сопряженными деталями, ис­
ключает деформацию сдвига оси сателлита на этих участках. 
Поэтому деформация сдвига может иметь место только на втором 
(четвертом) участках оси сателлита.

Обозначим деформацию сдвига через м;сд. Тогда относительная 
деформация определится как

у = dwCÄ/dx. (1 .12 )

Связь между касательным напряжением т 
деформацией сдвига у имеет вид

1
ï  =  T *-g-»

и относительной 

(1.13)

где G — модуль сдвига, G — El2 (1 +  v), 
Среднее касательное напряжение

X =  P ß F ,

где F =  nR\  (1 +  А2), А =  R x/Rz- 
Интегрируя (12) с учетом (13) и (14), получим

Н + ѵ р  __
т ~~ Г /?|(1 .-КЛа) ’

(1.14)

(1.15)



с̂д СД
Р/2а

8(1 +ѵ)
лЕ 1 — А2

а_\ 2
d 2 ) (1.16)

Поскольку в планетарных механизмах q<^  1, то деформацией 
сдвига оси сателлита можно пренебречь. Сопоставляя формулы 
(И) и (16), видим, что отношение деформации сдвига и изгиба 
равно

6 СД _  3 ( d t  у  (1 —  ѵ )  9 (1 +  А2)
0 И ”  2 V а к ^  1и \  / w

(1.17)

Несмотря на то, что деформация сдвига значительно меньше 
изгибной деформации, в работе [40] указывается, что напряжения 
среза на поршневом кольце в сечениях между бобышкой и голов­
кой шатуна являются причиной выхода из строя поршневых паль­
цев. Поэтому это обстоятельство также должно учитываться при 
расчете на прочность осей сателлитов планетарных механизмов..

Р и с .  37. Распределение нап­
ряжений и деформации изгиба 
по длине сателлита

При определении нормальных напряжений, возникающих 
в оси сателлита при изгибе, можно пренебречь влиянием каса­
тельных напряжений на изменение кривизны элемента стержня 
и определить их по формуле

М(х)
~ Т ~  ' z ” Ew"z. (1.18)

Максимальная величина изгибных напряжений имеет место 
в середине оси сателлита и может быть определена по формуле

бщах —■ ^ ( і + р  + 2д). (1.19)

На рис. 37 приведены эпюры коэффициентов изгибных напря-
/ Р dz / Ра*и деформаций wu ~2ШГУ построенные для

оси сателлита с параметрами а =  175 мм, b =  49 мм, с =  21 мм.



Использование результатов расчета деформации тонкого упру­
гого кольца для нахождения деформации овализации поршневого 
пальца и оси сателлита является достаточно условным, так как 
распределенные нагрузки, деформирующие рассматриваемые1 
детали, действуют в разных участках по длине деталей, и поэтому 
задача о деформации овализации является существенно простран­
ственной, а не плоской. В связи с этим введение в структурные 
формулы для деформации! упругого кольца поправочных коэф­
фициентов, учитывающих реальные условия нагружения и дефор­
мирования деталей, представляется целесообразным.

Введем в рассмотрение коэффициент жесткости Ад, учитыва­
ющий, что действительная жесткость оси сателлита на овализа- 
цию отличается от расчетной величины для тонкого упругого 
кольца. Тогда

/эф  =  h i 0, (2 .1 >

где / эф (/0) — эффективный (номинальный) момент инерции сече­
ния оси сателлита.

Из формулы (2.1) можно определить структурную формулу для 
коэффициента жесткости Ад в виде

кі =  /эф/То =  (кэф/Н0)3, (2 -2 )

где кЭф (h0) — эффективная (номинальная) толщина сечения оси 
сателлита.
Эффективная толщина сечения оси сателлита может быть запи­
сана в виде суммы

йэф =  hQ +  k'Td1, (2.3)

где кГ — некоторый безразмерный коэффициент, характеризу­
ющий геометрические параметры оси сателлита.

Очевидно, что на повышение жесткости оси сателлита влияет 
соотношение между ее длиной и диаметральными размерами. 
Поэтому структурная формула для коэффициента может быть 
записана в виде

*'г =  *г • -у -, (2.4)

кГ — коэффициент, характеризующий геометрические параметры 
оси сателлита.

С учетом (3) и (4) формула (2) для коэффициента жесткости 
кі примет вид

к, =  (і +  кг ■ А  • А ) 1, (2.5)



К  =  1/г {d<i — с?і),
поэтому

М 1 + 2' т - т У -  <2-6>
Полученный коэффициент жесткости Ад имеет вполне опреде­

ленный физический смысл и характеризует повышение жесткости 
оси сателлита на овализацию с изменением ее конструктивных 
параметров. Для использования формулы (6) в расчетной прак­
тике необходимо располагать величиной коэффициента геометрии

Определим, например, величину коэффициента кг по данным 
экспериментов, приведенных в работе [40]. Очевидно, что найден­
ная для поршневых пальцев величина коэффициента кг не может 
быть использована при расчете деформации овализации осей 
сателлитов, поскольку относительные конструктивные размеры 
этих деталей значительно отличаются друг от друга. Однако та­
кой расчет позволит ориентировочно оценить возможные пределы 
этого коэффициента в случае, когда жесткость оси сателлита на 
изгиб меньше жесткости ее на овализацию.

На рис. 38 приведены результаты экспериментального опре­
деления увеличения горизонтального диаметра поршневых паль­
цев [40]. Поскольку эти эксперименты проводились при различ­
ных нагрузках и длинах поршневых пальцев, то полученные экс­
периментальные данные приводились к эксперименту [40].Из 
рис. 37 видно, что приведенные к эксперименту [40] точки замеров 
увеличения горизонтального диаметра поршневых пальцев лежат 
на графике достаточно кучно.

На рис. 38 приведены кривые эквивалентной величины уве­
личения горизонтального диаметра поршневых пальцев при 
кт — 0,24 (кривая 2) и кг =  0,3 (кривая 3). Как видно из рис. 38, 
экспериментальные точки в основном располагаются в зоне, 
ограниченной кривыми 2 и 3, группируясь, однако, ближе к кри- 

Ad.MK

Р и с .  38. Сравнение результа­
тов замеров увеличения гори­
зонтального диаметра поршне­
вых пальцев в среднем сече­
нии с расчетными данными 
[40]



вой 2. Можно ожидать, что наилучшее совпадение с эксперимен­
тальными точками дает кривая, для которой 0,24 <  кР <  0,3 . 
Учитывая характер расположения экспериментальных точек на 
рис. 38, можно принять, что *г =  0,25. Тогда формула (2.6) для 
коэффициента жесткости поршневых пальцев кі может быть 
записана в виде:

кі (2.7)

Найдем выражение для расчетного определения увеличения 
горизонтального диаметра поршневого пальца с учетом повы­
шения его действительной жесткости по сравнению с номиналь­
ной величиной

AdbKB
кІ

1 +  а
1 — а

(2.8)

Что касается использования формулы (8) для осей сателлитов, 
то следует иметь в виду, что в этом случае наибольший интерес 
представляет изменение вертикального, а не горизонтального 
диаметра осей сателлитов. Значительное расхождение относи­
тельных конструктивных размеров поршневых пальцев и осей 
сателлитов приведет, по-видимому, в последнем случае к тому, 
что коэффициент в формуле (8) будет отличаться от 0,5. Однако 
достоинством формулы (8) является независимость ее от дальней­
ших экспериментальных исследований по уточнению действитель­
ной жесткости подобных деталей. Таким образом, структурная 
формула для изменения горизонтального диаметра Аd3KB может 
быть записана в виде:

Ad„ 0,205 1 +<х
El di

а + кх -~Т
(2.9)

где кК — коэффициент, учитывающий изменение жесткости дета­
ли по сравнению с кольцом.

Полагая в формуле (9) ка =  0, получим очевидно формулу 
для номинальной величины увеличения горизонтального диа­
метра кольца ширины I и отношения диаметров а под действием 
двух вертикальных сжимающих усилий Р.

Согласно [5] под действием двух сжимающих усилий в тонком 
упругом кольце возникают радиальные деформации, определяемые 
следующими зависимостями

Іт =  ^ И ~ [ і Г — Т ( ( 4 - -  Ѳ) c o s Ѳ +  s i n  Ѳ) ]  • <2 Л ° )

где, дополнительно, Ѳ — полярный угол, отсчитываемый от се­
чения, где приложено сжимающее усилие.



Полагая в формуле (10) Ѳ =  0 вместо постоянной 0,205, вхо­
дящей в формулу (9), получим постоянную 0,225.

Таким образом, формула для деформации овализации оси са­
теллита может быть записана в виде

где

О̂В
1 +  а

1 — “ +  ка
di 
2 а

з

I =
2 b 

2с 

2 а

X =  Ь/2 
X =  Ъ +  с/2
X =  а +  b +  с.

(2 . 11)

При вибрационных расчетах планетарных редукторов необ­
ходимо располагать среднеинтегральной величиной, характеризу­
ющей податливость оси сателлита. В соответствии со сказанным 
выше можно предположить, что перемещение сателлита, обуслов­
ленное податливостью овализации оси сателлита, будет равно 
деформации овализации последней на участке (аи а2). Поэтому 
определим податливость оси сателлита как изменение вертикаль­
ного диаметра ее на этом участке, т. е.

0,225-'laEq
1 +  а

k А' 2 а
(2.12)

Величина к а предварительно может быть принята равной 0,5, 
а ее уточнение применительно к осям сателлитов планетарных 
редукторов будет проведено ниже на основании специального эк­
спериментального исследования.

§ 3. Контактная деформация оси сателлита

На участках сопряжения оси сателлита с расточками в щеках 
водила и с сателлитом возникают контактные напряжения и де­
формации, которые неравномерно распределяются по длине уча­
стка сопряжения в соответствии с распределением внешней на­
грузки, приложенной к оси сателлита.

Контактные перемещения оси сателлита и сопряженных с ней 
деталей могут быть определены из решения И. Я. Штаермана 
для задачи о контакте двух упругих тел, ограниченных цилин­
дрическими поверхностями с малой разницей в радиусах кривиз­
ны при их внутреннем касании [84]. По-видимому, такое решение 
будет применимо для контакта оси сателлита с расточками в ще­
ках водила, поскольку в месте сопряжения деталей отсутствует 
масляный клин. Для контакта оси сателлита с сателлитом это 
решение может быть использовано достаточно условно, посколь­
ку наличие слоя смазки между сопряженными поверхностями 
значительно изменяет условия их контактирования.



За меру контактной деформации двух упругих тел может быть 
выбрана величина их сближения при сжатии іѵ, которая опреде­
ляется следующим образом:-

Фо

w = — 2 (v]ТI +  v2r2)  ̂ p (tp) cos ф ln tg J-2-L dtp +
*—Фо

Фо Фо

+  ( ¥ i +  ¥ 2) jj P (ф) sin I cp I dtp — 2vjri [ p(<p)d<p, (3.1)
— Фо — ф«

где
_  _ _ 1

1 (X- -р р .) ’ * 4 (Х; +  р ;) ’

1 ЕіѴг Ег
і =  (1 +  Vj) (1 -  2Vj) ’ V i =  2 (1 — v4) »

где rt — радиус кривизны j-го тела, cp — полярный угол, отсчи­
тывается от линии действия сжимающих упругие тела, сил, в пре­
делах площадки контакта, ф0 — полярный угол, ограничивающий 
площадку контакта сопряженных упругих тел, р (ср) — нормаль­
ное давление, распределенное по площадке контакта, E t, ѵг — 
модуль упругости и коэффициент Пуассона г-го тела (і = 1, 2).

Угол охвата ср0, ограничивающий площадку контакта, зависит 
от нагрузки, сжимающей упругие тела, поэтому контактная де­
формация (или сближение тел при сжатии) будет нелинейно зави­
сеть от нагрузки. Для упрощения задачи о контактной деформа­
ции двух упругих тел зададимся законом распределения кон­
тактных давлений по площадке контакта. В точке первоначаль­
ного касания тела (ср =  0) величина контактных напряжений 
Р (0) будет максимальной, а в крайних точках площадки кон­
такта давления р (ф0) обращаются в нуль. Исходя из этого при­
мем следующий приближенный закон распределения контактных 
давлений по площадке контакта

р(ф) =  p( 0) c os ^ - • ( 3 . 2 )

В работе [84] после точного решения контактной задачи полу­
чена зависимость между силой, сжимающей упругие тела и углом 
охвата ф0, характеризующим размер площадки контакта, приве­
денная на рис. 39. Здесь е =  г4 — г2 — разность радиусов кон­
тактирующих цилиндра и цилиндрического выреза. Из рис. 39 
видно, что при малых величинах е зависимость между ф0 и Р 
близка к линейной.

Для дальнейших расчетов примем, что контактирующие тела 
выполнены из материалов, имеющих одинаковые упругие постоян­
ные £  и v и, кроме того, поскольку радиусы цилиндра и цилин-



Р и с. 39. Зависимость угла 
охвата ф0 от нагрузки, сжима­
ющей детали [84]

дрического выреза мало отличаются друг от друга, то rt =  г2 —■ 
=  г. Тогда формула (3.1) для сближения упругих тел примет вид

w — — 2jP(o)Or 21X -j- 12----» (3.3)
где

О =  (1 — \ 2)/лЕ, х =  (1 -T ѵ) (1 — 2\)./2Е,
<Ре

h  =   ̂ cos "F  ‘ cos ф lu t§ “Цт"
— Фе 

Фо
г Г Я Ф 7h  =  ̂ cos— . - ^ Ф,

Я ^ sin I ф I С?ф.

- Ф о

Фо
/о == V cos3 2 фо

(3.4)

(3.5)

(3.6)

После подстановки в (3) значения р (0) и упругих постоянных 
Н и х  получим

2 (1 —  V2) 1 — (2ф0/я)2 Г„ ■ 2ѵ\  ™ w‘4 [2h +  h  - -j-  - / 3] . (37)
1 фо COS фо

пЕ 4
я

Определяя интегралы, получим следующую зависимость для 
сближения упругих тел:

Рw =  к„ Е (3.8)
где

2 (1 ^ ! )  |2
ш Я COS фо [ cos фо ln tg -у- — 1,3704

+  <3-»)3 V я



Как видно из рис. 39, угол охвата ф0 изменяется с нагрузкой,, 
поэтому коэффициент kw (9) также зависит от нагрузки. С учетом 
(8) и (9) формула для контактной податливости при сжатии двух 
сопряженных деталей может быть записана в виде

Ьк =  wjP = kw/E. (3.10)

На рис. 40 приведена зависимость кш от угла охвата ф0 
построенная по формуле (3.9). При малых нагрузках коэффициент 
контактной податливости kw имеет максимальную величину 
kw =  7,6614. Затем с ростом нагрузки коэффициент kw быстро 
падает и в диапазоне изменения нагрузок 0,02 р/Ег 2,2 
практически остается постоянным kw т  4,5. В реальных усло­
виях нагружения осей сателлитов угол охвата ср0 изменяется в пре­
делах от 20 до 30°, что в соответствии с графиком рис. 40 дает

Р и с .  40. Зависимость коэф­
фициента контактной подат­
ливости от угла охвата <р0

практически неизменную величину коэффициента контактной 
податливости kw æ  4,3. Поэтому при расчете контактной дефор­
мации осей сателлитов на участках сопряжения ее с расточками 
в водиле и с сателлитом можно приближенно предполагать ли­
нейную зависимость между контактной деформацией и внешней 
нагрузкой и принимать величину коэффициента контактной по­
датливости равной kw ж  4,30. Тогда в соответствии с формулой 
(10 ) контактная податливость оси сателлита для стальных деталей 
также может быть принята не зависящей от нагрузки и равной

8к ä  як 2 • 10~6 см*/кГ. (3.11)

Суммарная контактная деформация на участках сопряжения 
сателлитов с расточками в водиле и сателлитом может быть опре­
делена по формуле

wk P  к т  . к а  +  feto, 

Е  _ 2 о  ' 2 а
(3.12)

или
Wu ІО-* -р- +  ка (3.13)

где, дополнительно, ка — коэффициент, учитывающий расхожде­
ние условий контактирования оси сателлита с сателлитом и приня­



той при выводе зависимости (9) вследствие наличия между поверх­
ностями контакта слоя смазки.

Суммарная контактная податливость оси сателлита может быть 
тогда найдена из зависимости

w,S ____ L-
* ~  РІ2а 2 - ІО-6 —h к„ см2/кГ. (3.14)

Определение величины коэффициента ка требует решения 
задачи о податливости подшипника скольжения (масляного 
слоя между поверхностями контакта) и выходит за рамки насто­
ящей работы.

§ 4. Экспериментальные исследования
деформации оси сателлита

Выполненное выше теоретическое исследование напряженного 
и деформированного состояний осей сателлитов показало, что 
точное решение поставленной задачи представляет значительные 
трудности, в связи с чем целью экспериментального исследования 
оси сателлита была проверка расчетных зависимостей и введение 
необходимых поправочных коэффициентов, учитывающих при­
нятые при теоретическом исследовании допущения.

Кроме того, при исследовании распределения нагрузки между 
сателлитами в планетарных механизмах часто используются 
тензодатчики, наклеиваемые на оси сателлитов. Таким путем 
удается непосредственно определить нагрузку, действующую на 
сателлиты, и тем самым перейти к нахождению коэффициента 
неравномерности нагружения сателлитов по достаточно простым 
зависимостям. При подобных исследованиях стоит вопрос об 
■определении места наклейки тензодатчиков на оси сателлитов, 
в котором будут получены максимальные сигналы с тензодатчи­
ков. Это вызывает необходимость исследовать напряженное состоя­
ние оси сателлитов с целью нахождения зоны с максимальными 
напряжениями.

Экспериментальные исследования [18, 45] показали, что усло­
вия нагружения оси сателлита планетарного редуктора сущест­
венно зависят от зазоров в опорах, при этом была получена ка­
чественная картина распределения осевых напряжений на оси 
сателлита. Ограниченные размеры исследуемых осей сателлитов 
не позволили определить другие составляющие напряженного 
состояния оси сателлита. В связи с этим, в настоящем исследо­
вании, кроме определения податливости оси сателлита были так­
же найдены составляющие напряжений на внутренней поверх­
ности оси сателлита.

На рис. 41 и 42 приведены коэффициенты пропорциональности 
между измеренными относительными деформациями и нагрузкой,



Рис .  41. Эпюры коэффи­
циента осевых деформаций 
на модели оси сателлита

прикладываемой к модели оси сателлита при ее тензометриро- 
вании (&д =  АІр [1 /кг]). Для определения напряжений, зареги­
стрированных тензодатчиком, необходимо величину коэффициен­
та деформаций /сд умножить на постоянную Р Е -ІО“ 6 (Р ІкГ], 
Е [кГ/см2]).

Эпюры коэффициентов осевых напряжений позволяют ответить 
на вопрос о наиболее напряженном участке оси сателлита. В неко­
торых экспериментальных исследованиях для определения рас­
пределения нагрузки между сателлитами тензодатчики устанав­
ливались в осевом направлении среднего сечения осей сателлитов 
в предположении, что здесь возникают максимальные изгибные 
напряжения. Как видно из рис. 43, именно в этом сечении оси са­
теллита возникают минимальные осевые напряжения, поэтому для 
повышения точности экспериментального определения нагрузки 
на сателлитах осевые тензодатчики следует устанавливать со 
стороны действия нагрузки (Ѳ =  0°) в сечении между сателлитом 
и щекой водила.

Из рис. 44 видно, что коэффициент окружных напряжений 
во всех сечениях по длине модели оси сателлита больше при 
Ѳ =  0°, чем при Ѳ =  180°. Если бы ось сателлита деформировала 
подобно кольцу, то, очевидно, в этих сечениях окружные напря­
жения были равны друг другу. Характер деформирования окруж­
ных тензодатчиков также может быть объяснен, если предполо­
жить, что условия деформирования оси сателлита ближе к усло­
виям деформирования упругой оболочки под действием локаль­
ных нагрузок, распределенных по ее образующим.

Обращает на себя внимание то, что во всех сечениях по длине 
модели оси сателлита окружные напряжения при Ѳ =  90° и 270° 
по абсолютной величине больше, чем при Ѳ =  0° и 180°. Этот 
результат противоречит теоретическому закону распределения 
окружных напряжений в предположении, что ось сателлита пре­
терпевает деформацию овализации подобно тонкому упругому 
кольцу. Действительно, согласно [5] под действием двух сжимаю-



Р и с .  42. Эпюры коэффициентов окружных деформаций на модели оси 
сателлита

Р и с .  43. Изменение коэффициента осевых напряжений Кай по длине 
модели оси сателлита

щих усилий Р 
напряжения

бѳ

в тонком упругом кольце возникают окружные 

PH
21 ■z i  — --- sineW 1F  ■ R cos Ѳ

'1- (4.1)

Пренебрегая последним слагаемым в этой формуле, учитыва­
ющим влияние на изгиб нормальных сил, получим приближенно 
отношение окружных напряжений при Ѳ =  0° и 90°

(0° ) _____ 2
аѳ (90°) ~  л

в то время как из эпюр рис. 43 средняя величина отношения ок­
ружных напряжений при этих углах равна

бѳ (0°) 

бѳ (9(Р)
-0 ,5 6 .



P и с. 44. Изменение коэффициента окружных напряжений Кай ‘по дли­
не модели оси сателлита

По-видимому, напряженное и деформированное состояния 
осей сателлитов и им подобных деталей в значительной степени 
зависит от их конструктивного исполнения. Так, расчет по фор­
муле (1) с учетом коэффициента жесткости (2.7), выполненный 
для испытанных в работе [40] поршневых пальцев, дал следующие 
значения окружных напряжений — оѳ (0°) =  —2-480 кГІсм2 
По (90°) =  1430 кГІсм2, что хорошо соответствует эксперимен­
тально полученным величинам — оѳ (0°) —- —2.380 кГІсм2, 
Ge (90°) =  1520 кГ/см2. Поэтому изложенная выше методика 
поэлементного рассмотрения напряженного состояния оси сател­
лита планетарного механизма достаточно условна и требует даль­
нейшего уточнения.

Вместе с тем проведенное исследование позволило обнаружить 
зону с максимальными окружными напряжениями. Установлено, 
что окружные напряжения по абсолютной величине превосходят 
(в соответствующих сечениях) осевые напряжения, поэтому для 
повышения точности определения усилий на сателлитах пла­
нетарных механизмов по результатам тензометрирования осей 
сателлитов тензодатчики следует устанавливать в окружном 
направлении в угловых сечениях с координатами Ѳ =  90° или 
270° на участке оси сателлита между сателлитом и щекой водила.

Переходим к анализу результатов измерения податливости оси 
сателлита и ее составляющих. Как следует из сказанного выше, 
в эксперименте определялись деформации овализации оси сател­
лита и суммарная деформация сателлитного узла. Результаты 
измерения деформации овализации модели оси сателлита све­
дены в табл. 27.

В интервале нагрузок от 3 до 14 т деформация овализации 
оси сателлита линейно зависит от нагрузки. Некоторая нелиней­
ность функции шов == /  (Р) при малых нагрузках объясняется, 
по-видимому, изменением схемы деформирования (в связи с кон­
центрацией нагрузки) и наличием зазоров в системе нагружения.
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Сечение Ѳ°

Нагрузка, к Г

с м / к Г3 000 6 000 9000 10000 14000

I 0 —5 — 8 —10 —И —13 — 8
90 1 2 3 3 6 4

III 0 —9 —14 — 20 —22 —29 1 н* ОО

90 0 2,5 6 7 10 9,3
IV 0 — 8 —14,5 —20,5 —23 —31 -2 1

90 4 7,5 И 12 15,5 11,3

Приведенные в табл. 27 величины коэффициентов линейной 
податливости овализации модели оси сателлита для 3т ^  Р ^  
<^14 т показывают, что характер изменения деформации овали­
зации по длине модели оси сателлита противоположен приведен­
ному в [40] характеру изменения внутреннего диаметра поршне­
вого пальца. Максимальная величина деформации овализации 
оси сателлита соответствует торцевым сечениям, в то время как 
в поршневом пальце максимальное изменение диаметра происхо­
дит в среднем сечении. Следовательно, от жесткости оси сател­
лита и ей подобных деталей зависит не только величина деформа­
ции овализации, но и характер ее изменения по длине детали.

В соответствии с (2.9) и (2.12) деформация овализации модели 
оси сателлита определится по формуле

Wop — Р - Ä#
Е - 1

1 +  а
di

а +  *а ' 2Г
(4.2)

ка — коэффициент, зависящий от угловой координаты точки, 
в которой измеряется деформация овализации,

кд — 0,205 при Ѳ =  90°, кд =  0,225 при Ѳ =  0°,

I — длина соответствующего участка модели оси сателлита, на 
котором измеряется деформация овализации.

Из формулы (2) следует, что

“ on (°) fco

“’ов С90“)
- 1,10,

в то время как из табл. 27 средняя величина отношения дефор­
маций овализации равна —1,94. Следовательно, деформация 
овализации оси сателлита по своему характеру отличается от де­
формации овализации тонкого упругого кольца.



Определим по результатам измерения деформации овализации 
модели оси сателлита величину коэффициента ка (2), учитываю­
щего изменение жесткости оси сателлита по сравнению с тонким 
упругим кольцом. Полагая в формуле (4.2) ка =  0, найдем номи­
нальную величину деформации овализации соответствующего 
участка модели оси сателлита. Для испытанной модели оси са­
теллита а =  115/190 =  0,605, Е =  2,15-10е кГ/см2 и

На участке сопряжения модели оси сателлита с сателлитом 
I =  35 см и 0 0 В . л =  2,05 - І О - 7  с м і к Г ,  а на участке сопряжения 
ее с опорами I = 2.4,9 =  9,8 см и 00ВЛ. =  7,17-10~7 смікГ. 
В соответствии с данными табл. 27 коэффициент жесткости kj 
для этих участков модели оси сателлита равен 2,56 и 3,42, соот­
ветственно, а коэффициент геометрии ка =  0,46 и 0,61. Получен­
ные значения коэффициентов геометрии могут быть использованы 
для расчета деформации овализации соответствующих участков 
оси сателлита.

В соответствии с (2.12) за меру деформации овализации оси 
сателлита планетарного редуктора может быть принята дефор­
мация ее на участке [аи а2], которая равна (4.3) 00В-Л- [щ, а2] =  
=  1,67-10~6 с м і к Г .  Учитывая то, что с уменьшением соответ­
ствующего участка величина коэффициента геометрии ка увели­
чивается, примем для участка [щ, а2] ка — 0,65, что даст kj =  
=  3,65 и 00В.л. =  0,46-ІО-6 с м і к Г .

Изгибная податливость модели оси сателлита эксперименталь­
ным путем не определялась, поэтому о возможности применения 
в расчетной практике полученных выше формул (1 .1 1 ) и (1.16) 
можно судить, сопоставив результаты экспериментального опре­
деления изгибной деформации поршневых пальцев [40] с расче­
том по этим формулам. Замерялись прогибы двух поршневых 
пальцев длиной 140 мм, внешним диаметром 38 мм, внутренним 
диаметром 28 и 25 мм. Расстояние между бобышками равнялось 
50 мм, ширина головки шатуна — 48 мм. При нагрузке Р =  
=  9000 кГ были измерены изгибные деформации wa =  0,120 и 
0,097 см, соответственно.

Расчет по формулам § 1 дал следующие результаты: wB =  93 
и 81 мк. Если учесть, что при измерении деформации поршневого 
пальца не удалось выявить в чистом виде изгибную деформацию 
и поэтому измерялась часть деформации овализации поршневого 
пальца, то полученное совпадение расчетных и измеренных ве­
личии деформаций можно признать удовлетворительным.

Воспользовавшись формулой (1.11) для определения изгибной 
податливости модели оси сателлита, найдем

6,'ов. Л — —  =  7,02 ■ 10-0 • ~  см/кГ. (4.3)



и линейная податливость модели оси сателлита будет равна 

би, л =  0,813- ІО' 7 смг/кГ,

Удельную податливость модели оси сателлита на сдвиг най­
дем из формулы (1.16)

Удельную контактную податливость оси сателлита определим 
из формулы (3.14)

бк. л =  2,62-10 7 см/кГ.

Таким образом, суммарная удельная податливость сателлит- 
ного узла составляет

что даже превосходит податливость зубьев зубчатых колес.
При эксперименте индикатор регистрировал суммарную де­

формацию узла, включая контактную деформацию в месте стыка 
стоек со столом пресса, поэтому измеренные деформации прево­
сходят расчетные значения, определенные выше. Проведенное 
исследование показывает необходимость учета податливости осей 
сателлитов при расчете динамических схем планетарных редук­
торов.

и
бСд =  0,0585-бя =  0,166-10~в см2/кГ, 

бСд.п= 0,0585-би. п =  0,0476-ІО'7 см2/кГ.

бк =  2 • ІО' 8 (-L  +  ка ) =  91,4 • ІО' 7 смѴкГ
откуда

ô's ^ 3 0 .1 0 -G см*1кГ,



Водило наиболее ответственная деталь планетарного механизма, 
конструктивное исполнение и точность изготовления которой ока­
зывают существенное влияние на эксплуатационные характери­
стики. С одной стороны, конструкция корпуса водила, его де­
формативность определяют возможную неравномерность распре­
деления нагрузки по длине зубчатого венца. Это может привести 
к снижению прочности зубчатого зацепления. С другой сто­
роны, деформативность корпуса водила может быть использована 
для компенсации упругих деформаций других элементов плане­
тарного механизма (например, деформации кручения обода сол­
нечной шестерни) с целью выравнивания нагрузки по длине зуб­
чатого венца. В связи с этим возрастает необходимость опреде­
лять с высокой точностью деформативность водила планетар­
ного механизма.

§ 1. Методы определения деформации водила

В работе [48] предложено учитывать деформацию перемычки во­
дила как балки, один конец которой защемлен в одной щеке, а 
второй смещается без поворота во второй щеке водила. На осно­
вании этого получена следующая расчетная формула, позволя­
ющая определять деформацию изгиба перемычки и связанное 
с ней относительно смещение щек водила в следующем виде

Рі3
гѵа — (1 .1 )J~ilU

где P — усилие, приходящееся на одну перемычку, Іп — длина 
перемычки, І п — момент инерции поперечного сечения перемыч­
ки, wn — относительное смещение щек водила в связи с изгиб- 
ной деформацией перемычки, измеренное на дуге радиуса пере­
мычки R n.

Очевидно, что формула (1.1) может быть использована для 
определения деформации водила, в котором его щеки являются 
достаточно жесткими, и их деформацией поэтому можно пре­
небречь.

В работе [29] корпус водила рассматривается как тонкостен­
ная пространственная конструкция, состоящая из двух колец 
(щек), соединенных между собой равноотстоящими балками (пере­
мычками) (рис. 45). На основании такого представления корпуса



Р и с .  45. Расчетная 
схема водила [29]

водила получена следующая зависимость для определения его 
деформативности:

w,
P L *

_  1 / . ____El. .  Je— /12 EI 'КЩі (1.2)

где, дополнительно, кщ — коэффициент, учитывающий совмест­
ную деформацию перемычек и щек и конструктивное исполнение 
корпуса водила.

Если щеки водила имеют одинаковые размеры, то коэффициент 
кщ может быть определен по формуле

к — 1 4 - ^ - .  І 2 . . J jL«-щ — 1 і  К - т —гÙ Ьп I щ (1.3)

где — длина щеки водила

ЬЩ = —  .Я П> (1.4)

zc — число сателлитов в планетарном механизме; R n — радиус, 
проходящий через средние линии перемычек; Ln — длина пере­
мычки

L-а — Іп +  бі -[- ô2 =  ln -j- 2ô, (4.5)

la — расстояние между щеками водила: (ô2) — толщина первой 
(второй) щеки водила, в рассматриваемом случае ôj =  ô2 =  ô; 
I n — момент инерции поперечного сечения перемычки, І щ —



момент инерции поперечного сечения щеки водила с размерами 
Ô и h; ßn, — коэффициент жесткости щеки водила, определенный 
из рассмотрения ее в виде тонкостенного кольца

= 3/а ‘ 1Г (кі + * 7П~); (1-6̂
7 рщ — полярный момент инерции щеки прямоугольного попереч­
ного сечения с размерами ô и h\ ки к% — коэффициенты, завися­
щие от числа сателлитов в планетарном механизме (табл. 28).

Т а б л и ц а  28. Значения коэффициентов fci и fe3 (1,6)

г с fei Uz ZC kt fc,

3 0 , 2 0 4 7 0 , 0 1 5 9 6 0 , 0 9 0 6 0 , 0 0 1 7

4 0 , 1 4 2 7 0 , 0 0 6 1 7 0 , 0 7 6 8 0 , 0 0 0 9

5 0 , 1 1 0 5 0 , 0 0 3 0 8 0 , 0 6 7 2 0 , 0 0 0 7

Из формул (1.2) — (1.6) следует, что если деформацией щек 
водила можно пренебречь (7щ->~оо), то формула (1.2) обратится 
в формулу (1.1) (с заменой Ln на /п). Следовательно, формула 
(1 .1 ) является частным случаем формулы (1 .2) при пренебрежении 
деформацией щек водила.

Если перемычки у водила отсутствуют и щеки выполнены за 
одно целое с осями сателлитов, то формула для коэффициента 
кщ примет вид

кщ — (1 .7 )

где La =  — • +  ô (это значение длины перемычки следует так­
же подставлять в формулу (1 .2)].

В данном случае радиус перемычек 7?п равен межцентровому 
расстоянию планетарного механизма А.

Если одна щека водила жестко защемлена, то формула для 
коэффициента кщ примет вид

кщ -- 4: 1  - 0,75

1 + 12
щ (1.8)

где Ьа = Іа +  6 .
Наконец, если нагрузка к водилу подводится симметрично 

и может быть приложена в середине перемычки, то формула для 
коэффициента Ащ также имеет вид (1 .8), однако в ней (так же



[33]

как и в формуле (1 .2) для это­
го случая) следует положить 
длину перемычки равной

Ln =  4 -  +  б.

Во всех рассмотренных слу­
чаях под Р в формуле (2) по­
нимается окружная составляю­
щая реакции на оси сателлита 
Р 0, приведенная к радиусу пе­
ремычки

Р = P0A/Rn.

Угол относительного пово­
рота щек водила, измеренный 
по окружности расположения 
осей сателлитов, может быть 
определен с учетом приведен­
ных выше зависимостей по фор­
муле

Wn/Ln (1.9)

Приведенные зависимости 
могут быть использованы для 
определения деформации води­
ла, элементы которого выполне­
ны в виде тонких колец (щеки) 
и балок (перемычки). В реаль­
ных конструкциях планетар­
ных механизмов эти условия 
не соблюдаются, поэтому при- 

завышенные значения деформацииведенные зависимости дают 
водила.

В работах [27, 33] корпус водила рассматривается как мем­
бранно-стержневая конструкция, в которой щеки представляются 
в виде тонких, круглых пластинок, а перемычки в виде балок 
(рис. 46). При этом учитываются деформации кручения и изгиба 
щек водила, а также деформации изгиба и сдвига его перемычек. 
В результате получена следующая зависимость для угла отно­
сительного поворота щек водила

Т =  Фі
г _h \8
01 1 ' м .■Ьі ( 1. 10)



где
з

■фіі Ф-2 — вспомогательный угол поворота сечения, фг =  2n ta\i 
lnDic\; а (b) — наружный (внутренний) радиус щеки водила; 
« 1, га2 — некоторые вспомогательные коэффициенты, зависящие

с — эквивалентная ширина перемычки водила; г — эквивалент­
ный радиус расположения перемычки, D — цилиндрическая жест­
кость пластинок, заменяющих щеки водила, D =  Eh3/12 (1 — ѵ2); 
la ( f n) — длина (момент инерции поперечного сечения) перемычки 
водила.

В приведенных формулах индекс «1» относится к первой, 
индекс «2» — ко второй щеке водила.

Если щеки водила имеют одинаковые размеры (&t =  b2, г2 — 
—  rc2, Di =  D2), т о  формула для угла относительного поворота 
щек водила примет вид

Р и с .  47. Зависимость коэф­
фициентов Fi и F2 о т  соотноше­
ния &,/а I

O J  û , V- â / a

от отношений bla для первой и второй щеки водила,

(1. 11)

где

М  = (1.12)



Если одна щека водила жестко защемлена и, кроме того, от­
ношение радиуса срединной окружности щек к ее толщине боль­
ше пяти, то для определения деформации щеки водила использу­
ются формулы для тонкого упругого кольца и формула для от­
носительного поворота щек водила примет вид

*1^ср
E I - м %

щ
(1.13)

где — коэффициент, зависящий от числа сателлитов в плане­
тарном механизме (табл. 28)

ЕІ„ 
М  = ■— і-

I2
9. + +  Ч,гп —

г0- Ь \3

ЕЕ + Мер.
ЕЕ,

(1.14)

Если отношение радиуса срединной окружности щеки к ее 
толщине меньше пяти, то щеку следует рассматривать как коль­
цевую пластинку, и формула для относительного поворота щек 
водила примет вид

где
Г =  M/20,44D Іп 2 -  ,

М Е Е
£

3 + фгп

Е Е
Е  ~ Ь

 ̂ а — Ь +  '
20.44D Е —  ’ п а

(1.15)

(1.16)

Приведенные зависимости достаточно полно характеризуют 
упругую деформацию водила, однако они могут быть использо­
ваны для определения деформации достаточно податливого 
водила.

Таким образом, опубликованные работы, в которых исследо­
валась деформация водила, могут быть использованы для опре­
деленных конструкций водила.

В связи с указанным, возникает необходимость разработки 
упрощенного метода определения деформации водила, который 
позволил бы учитывать его основные составляющие.



Деформация щек водила§ 2.

В современных планетарных механизмах геометрические пара­
метры щек водила таковы, что неплоской деформацией последних 
при определении податливости водила можно пренебречь. Гео­
метрические же параметры перемычек таковы, что определяющей 
составляющей деформации будет сдвиговая деформация.

Суммарная деформация сдвига перемычек складывается из 
двух составляющих, первая из которых определяется чистым сдви­
гом сечений в связи с действием перерезывающих усилий, а вто­
рая — относительным поворотом сечений в связи с тем, что центр 
тяжести сечения перемычки движется при деформации по окруж­
ности радиуса R n а не по касательной к ней.

Вследствие малости угла ф„ сдвиговую деформацию перемычки 
водила можно определить в виде

I — уп- 1

Касательное напряжение, возникающее в перемычке, равно

т =  Т£ = С Фп- ^ .
*тт

а работа деформации сдвига
Y

W 1 = laF ^ x d ’[ = ^ - { R u- ^ l)i ,

где F — площадь поперечного сечения перемычки.
Аналогично найдется работа деформации кручения сечения 

перемычки на угол ф„ [67]

ГГ о =
Gbh„

&фп,

где Ъп, hn — ширина и высота прямоугольного сечения, экви­
валентного сечению перемычки, к — коэффициент формы сече­
ния.

Полная потенциальная энергия деформации М- ф „ склады­
вается из суммы ГГі и W2, т. е.

М(рп =  z * ( W x +  ГГ2) ,

где М  — крутящий момент, передаваемый всеми перемычками 
водила, z0 — число сателлитов (перемычек) в планетарном меха­
низме.



Подставив в (2.5) значения Wi и W 2 из (2.3) и (2.4), получим

М  = а F 
~2~ z с- К 1 + 2*

2-1
фп. (2.6)

Величина (h j R n) характеризует долю крутильной деформа­
ции в суммарной сдвиговой деформации перемычек водила. 
В зависимости от конструктивного исполнения водила соотно­
шение между составляющими сдвиговой деформации перемычек 
водила изменяется.

Заменяя поперечное сечение перемычки прямоугольником со 
сторонами Ьп и hn, убеждаемся, что для распространенных кон­
струкций планетарных механизмов ba æ  ha и коэффициент к, 
входящий в формулы (2.4—2.6), равен к ж  0,2 [16]. Максималь­
ное значение отношения h j R a не превосходит 0,5. Поэтому вто­
рое слагаемое в (2 .6), стоящее в квадратных скобках, не превос­
ходит 0,1. Следовательно, обычно крутильная деформация пере­
мычек водила не превосходит 10 % от их сдвиговой деформации. 
Это дает основание в практических расчетах ею пренебрегать.

Таким образом, податливость перемычек щек водила равна
ф  1  X м г  п

U”  М  h  G F z  R 2 ’
П с П

( 2 . 7 )

* п  =  1  +  2 / ^ 7 Г ^  .
( 2 . 8 )

Будем также считать, что деформация щеки водила носит 
чисто сдвиговой характер, т. е. перемещения в радиальном на­
правлении равны нулю. Рассмотрим щеку водила в виде диска 
с внутренним i?j и наружным і ?2 радиусами, закрепленным от 
поворота по радиусу и нагруженного равномерно распределен­
ной касательной нагрузкой по окружности радиуса R a{Ra ^  
~ 0 ,5  (Я, +  і?2).

Уравнения равновесия получатся из рассмотрения элементар­
ного кольца с внутренним г и наружным г +  dr радиусом, на 
внутренней стороне которого действуют касательные напряже­
ния т, а на наружной — т +  dx. Условие равновесия выделенного 
элементарного кольца имеет вид

М  (г) =  М  (г +  dr) (2.9)
или

2ятг2 =  2л (т +  dx) (г +  dr)2. (2. 10 )

Пренебрегая в (2.10) величинами второго порядка малости по 
сравнению с единицей, получим уравнение равновесия в виде»

- ^  +  2 —  =  0, 
d r  1 г  ’



которое решается в виде
t  =  к/г2. (2.1 1 )

Из условия равновесия найдем значение 
дящей в (2 .1 1 ) Tjiîf =  т2/?1 =  = М 12%.

постоянной к, вхо-

ы
 

еч

S3 ІйII (2.12 )

Если составляющие перемещения точки в 
генциальном направлениях обозначить через 
цйю сдвига можно представить следующим

радиальном и тан- 
и и гг, то деформа- 
образом

1 д и  . дѵ  v

Так как было принято, что и — 0, а ѵ =  то

d v  v
ТгѲ ~"IF ~  Т~ * (2.13)

Закон Гука имеет вид угв =  т/G.
Подставив сюда г̂в и т из (2.13) и (2.12), получим

d v  V М  1
d r  г  2 n G  г2 '

Решая это уравнение с учетом граничных условий v (Rt) =  
=  0, получим

Щг)

м \(г V <1
2я G LUJ _1J М

2 г 4 n r G 1  .

Относительный угол сдвига щеки на окружности радиуса 
R n будет равен

»(Д„) м / 1 1 \
ф щ _  R n  "  G h [ R * л * ) ’

(2.14)

где h — толщина щеки водила.
Таким образом, податливость щеки водила равна

0 щ М
_ J  /_1______1_
ire G h  ( да (2.15)

Аналогичная формула может быть получена для определения 
крутильной податливости другой щеки водила. Одинаковая кру­
тильная податливость обеих щек водила не. влияет на перекос 
осей сателлитов и связанную с ним концентрацию нагрузки по



длине зубчатых венцов в планетарном механизме; она только 
повышает общую податливость корпуса водила и поэтому благо­
приятно сказывается на выравнивание нагрузки по параллельным 
потокам мошности.

Формула (2.7) получена в предположении, что щеки водила не 
претерпевают неплоской деформации под действием усилий от 
сателлитов. Как указано выше, для существующих конструкций 
тяжелонагруженных планетарных механизмов это положение 
оказывается справедливым. Однако на деформированное состоя­
ние перемычек водила существенное влияние может оказывать 
податливость прилежащей к перемычке части щеки водила. Эта 
деформация, которая по аналогии с зубчатым зацеплением может 
быть названа деформацией основания перемычки водила, повышая 
суммарную податливость перемычек водила, приводит к концен­
трации нагрузки в зубчатых зацеплениях.

Для оценки упругого характера заделки перемычки в щеку 
водила воспользуемся решениями, полученными при исследова­
нии деформации прилежащей к зубу части обода зубчатого колеса 
(см. § 1 .2).

Рассматриваем прилежащую к перемычке часть щеки водила 
в виде упругой полуплоскости, на участке которой &п, равном 
средней ширине перемычки (по радиусу 7?п), действуют распре­
деленные некоторым образом нормальная р (х) и касательная 
q (X) нагрузки. Таким образом, перемычка отбрасывается, а ее 
действие заменяется системой распределенных нагрузок.

Действие отброшенной перемычки заменяем касательными 
силами, распределенными равномерно по сечению перемычки 
q (X) =  q, эквивалентными перерезывающей силе Р, и изменяю­
щимися по сечению перемычки по линейному закону нормальными 
силами р (X) — pxba, эквивалентными изгибающему моменту М.  
Постоянные р и q могут быть найдены в виде

Средние значения дополнительных перемещений основания 
перемычки определяются по формулам

Р =  24м п/ь;'и, (2.16)

(2.17)
и

q = P IK

где L  (I) — функция, зависящая от координаты на границе полу­
плоскости неподвижной точки (рис. 7).



С учетом значений р и г/ выражения для перемещений основа­
ния перемычки, осредненные по ее ширине, примут вид

ü = p~^-L(l)  (2.18)

-  6М„
Yоси =  —р— 'ö. (2,19)

Найденные средние величины упругой деформации прилежа­
щей к перемычке части щеки вызовут дополнительный поворот 
перемычки на угол

фосн — Тосн "H и//п (2.20)

После подстановки в (2.20) f 00H и и получим

6  М р  л
Фосн =  — +  - £ - • ■ %- ЦІ ) .  (2.21)

Поскольку формула (2.21) получена из решения задачи о по­
луплоскости, то в ней под М  и Р понимаются удельные силовые 
факторы, отнесенные к толщине рассматриваемого элемента. 
Высота перемычки равна

Я п =  ( R m  -  Л*,), (2.22)

где Ri, В 2 — наружный (внутренний) радиус перемычки.
В зависимости от конструктивного исполнения щек водила 

в деформировании прилежащей к перемычке части щеки водила 
принимает участие ее большая или меньшая часть. Чем выше 
щека водила, тем на меньшую величину деформирует основание 
перемычки. Напротив, максимальный будет деформация основа­
ния перемычки в том случае, когда высота ее будет равна высоте 
щеки водила. Это обстоятельство может быть учтено, если вместо 
(2 .22) ввести в рассмотрение эффективную высоту перемычки

Ни. э ф  =  Н п =  Нщ . ( 2 . 2 3 )

Введенный в формулу эмпирический коэффициент характери­
зует тот факт, что с уменьшением высоты перемычки по сравнению 
с высотой щеки податливость основания перемычки уменьшается 
быстрее, чем отношение НщІНп■ Можно предположить, что это 
обстоятельство будет сказываться только при Нщ 1,5Нп,
поэтому в формулу для фосв введем эмпирический коэффициент
(Ящ/1,5Яц)«.



Таким образом, формула (2.21) может быть записана в виде

ф о с н  ----
1 ,5  Р  

1пНщ
ft Г
т +  L(l) (2.24)

Формула (2.24) получена для деформации части щеки, приле­
жащей к перемычке; аналогичная формула может быть получена 
и для второй щеки водила. В зависимости от условий закрепления 
водила в корпусе планетарного механизма Величина изгибающего 
момента, приходящегося на основание перемычки, будет изме­
няться, поэтому в формуле (2.24) для сохранения общности можно 
принять

Мп =  РІаКи,
что после подстановки в (2.24) даст

_  1 ,5 Р
фоон “  ~ П Г  I я

д  щ
\и ft

щ
к . +  £(*)], (2.25)

где — К а — коэффициент, характеризующий характер подвода 
внешних сил к перемычкам водила.

Формула (2.25) включает вспомогательную функцию L (Г) 
координаты точки на границе полуплоскости, перемещение ко­
торой принимается равным нулю. Для определения этой функции 
воспользуемся тем обстоятельством, что срединная плоскость 
щеки водила принята неподвижной и воспользуемся зависимо­
стью (1.29).

Z* =  0,7 Ьщ,

которая устанавливает связь между относительной координатой 
неподвижной точки I* и относительной толщиной щеки водила

Таким образом,
Ьщ — Ьщ/&ц.

Г =  0,76щ/&п.

Из графика функции L  (I) (рис. 7) видно, что для распростра­
ненных конструкций корпуса водила можно принять следующую 
приближенную зависимость

L (I) =  2,15 У  Г. (2.26)

С учетом (2.25) и (2.26) формула для фосн (2.25) примет вид

фосн
12 (1 — у2) 

я  Е
1,5 Р  / 1 , 5  Я п

1пНщ Н ,щ
т Ч  Яп +  0,15 / а - (2.27)

Второе слагаемое, входящее в (2.27) обычно значительно 
меньше первого слагаемого, поэтому можно сделать вывод о том,



что основной деформацией основания перемычки является пово­
рот ее, вызванный изгибающим моментом М п.
Суммарный угол перекоса осей сателлитов

9 ~  фл 4~ ф і ООН 4 *  ф2 ОСН

найдется из зависимостей (2.7) и (2.27) в виде

Ф 2 (1 -  у 2) Р1Я \ 1
Е

X К іп +

U n ( l-v )

°’і5 (т )У ¥ ])-

_б
я

1 , 5 Я П

Ніщ
з
I X

(2.28)

Формула (2.28) может быть использована для определения 
относительного угла перекоса осей сателлитов, обусловленного 
податливостью перемычек и прилежащей к ним части щек водила. 
Опуская из рассмотрения несущественные составляющие дефор­
мации элементов водила — кручение и сдвиг основания перемы­
чек, формулу (2.28) можно представить в упрощенном виде
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§ 3. Экспериментальные исследования
деформации водила

Условия деформирования элементов водила отличаются от при­
нятых при расчете по изложенным выше методикам. Естественно, 
что только сопоставление расчетных и экспериментальных вели­
чин деформации водила может дать возможность судить о приме­
нимости приближенных расчетных зависимостей и в случае не­
обходимости вводить в них поправочные коэффициенты. В связи 
с этим рассмотрим результаты экспериментального измерения 
деформации водила.

В работах [27, 33] приведены результаты экспериментального 
определения относительных смещений щек водила, полученные 
на моделях из оргстекла. Моделировалась трехсателлитная пла­
нетарная передача, размеры испытанных моделей представлены 
на рис. 48. В табл. 29 приведены экспериментальные и расчетные 
значения относительных смещений щек водила, определенные по 
различным расчетным формулам.

Из табл. 29 видно, что расчет по формуле (2.29) первых трех 
типов водила дает заниженные (на 10—20%) значения деформа-



Т а б л и ц а  29. Сопоставление экспериментальных и расчетных значений 
относительных смещений щек водила

Тип
водила

и;.} [33], 
мк

Wp [33],
МК

Юг,
—  [33] 
>

w [48],
мр —  [48] >

wp [29],
МК Ѵ 29]

г 36,6 45,2 0,81 56,8 0,65 60 0,61
а 34,5 40,5 0,85 20,7 1,67 56,8 0,61
б 28 22,8 1,23 20,7 1,35 20,7 1,35
д 15 12 1,25 20,7 0,73 45,7 0,33
В 7 5,3 1,32 20,7 0,34 20,7 0,34

Тип
водила »n <2-7>.МК

ЮЩ1
(2.27)
мк

и’щ2
(2.27)
мк

Юр
(2.29)
мк (2.29) w'n,

МК
’"'щі
мк

ю'щ2
мк

w'p
МК w'a/w’p

Г 23,2 3,8 3,8 30,8 1,19 30,1 3,4 3,4 36,9 0,99
а 16,6 3,8 12 32,4 1,07 21,5 3,4 10,7 35,6 0,97
б 16,6 3,8 3,8 24,2 1,16 21,5 3,4 3,4 28,3 0,99
д 16,6 3,8 12 32,4 0,46 — — — — —
В 16,6 3,8 3,8 24,2 0,29 — — — — —

ции водила, в то время как другие расчетные методики дают как 
завышение, так и занижение расчетных деформаций по сравнению 
с экспериментальными значениями. Это обстоятельство указывает 
на то, что существующие методы расчета податливости водила 
нуждаются в корректировке. Формула (2.29) учитывает лишь часть 
компонент деформации элементов, поэтому она может давать лишь 
заниженные значения суммарной податливости водила.

Сопоставление экспериментальных с расчетными значениями 
деформации водила, определенными по формуле работы [48], 
показывает, что последняя не может быть использована для оцен­
ки податливости водила планетарных механизмов с массивными 
щеками. Действительно, предположение только об изгибной 
деформации перемычки дает для четырех последних типов водила 
постоянную величину деформации, равную 20,7 мк, в то время 
как эксперимент показывает, что деформация водила изменяется 
несколько раз.

Однако экспериментальные значения деформации водила двух 
последних типов по-видимому значительно занижены. Предпо­
ложим, что суммарное относительное перемещение щек водила 
может быть определено как

ф = фп + фщі +  фщ2, (3.1)
где фп — смещение, обусловленное податливостью перемычки, фщі» фщі — смещение, обусловленное податливостью прилежа­
щей к перемычке части первой (второй) щеки водила.



Р и с .  48. Испытанные модели водила из оргстекла

Случаи «а» и «б» отличаются только длиной перемычки, по­
этому величины <рщ1 и фщ2 для них могут быть приняты постоян­
ными и равными между собой, а изменяется только <рп в соответ­
ствии с длиной перемычки. Полагая, что перемычка претерпевает 
сдвиговую деформацию, получим систему уравнений

Дп -f- Дцц -f- Дщ2 =  34,5 мк, Дд Дщі -f- Дщ2 =  28,0 мк,

К / А п =  l a ß t  (3.2)

ИЗ которой (приняв Д щ ! =  Дща =  Дщ2 =  А щ і =  Дщ) получим 

А° =  22,8 мк; Дд =  16,2 мк; Дщ =  5,9 мк. (3.3)

Из зависимостей (3.3) получаем, что для рассматриваемого 
эксперимента суммарная деформация водила не может быть мень­
ше деформации перемычки и первой щеки (которая для всех типов 
водила оставалась неизменной), т. е.

Д --- Дщ -1— Дщі 22,1 мк. (3.4)



Таким образом, экспериментальные значения деформации 
водила в последних двух случаях оказались меньше минимально 
возможной величины (3.4). Это дает основание усомниться в пра­
вильности экспериментальных данных для водил типа «д» и «в»..

Расчетные значения деформации водила, определенные по 
формуле (2.29), занижены в среднем на 14% по сравнению с экс­
периментальными значениями для первых трех типов водила. 
По-видимому, это связано с тем, что действительная деформация 
перемычки водила складывается как из сдвиговой, так и изгиб- 
ной составляющей, которая в расчете не учитывалась. Это обсто­
ятельство может быть учтено умножением первого слагаемого' 
формулы (2.29) на эмпирический коэффициент К и =  1,3.

Другим недостатком формулы (2.29) является независимость 
Фосн от толщины щеки, что, очевидно, связано с предположением, 
что срединная плоскость не искривляется под действием изгиба­
ющего момента от перемычек. Для учета этого обстоятельства 
введем , пирический коэффициент жесткости щеки водила (Дщ/ 
/Ьщ)3. Известно, что для тонких пластинок отношение (ЛЩ/ 6Щ) 
не может быть меньше 5. Поэтому дл учета неплоской деформации 
срединной плоскости щеки водила введем эмпирический коэффи­
циент жесткости щеки

КЩ — \3
5,75ЬЩ )

(3.6)

С учетом сказанного эмпирическая формула для определения 
относительного угла сдвига щек водила примет вид
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Откорректированные по формуле (3.7) расчетные значения 
деформации элементов водила также приведены в табл. 29.

Формула (3.7) может быть рекомендована для практического 
использования, при этом, однако, следует иметь в виду, что вхо­
дящие в нее эмпирические коэффициенты, получены на основе 
изложенного выше эксперимента.



Деформативность элементов и соединений планетарных механиз­
мов существенно влияет на их эксплуатационные характеристики, 
поэтому выполненное исследование посвящено изучению таких 
вопросов, как деформативность зубьев и шлицов, ободьев зубча­
тых колес и шлицевых муфт, сателлитного узла.

1. Деформация прямых зубьев зубчатых колес определена 
поэлементно, как сумма изгибной деформации основания и 
контактной составляющих. Изгибная составляющая деформа­
ции зубьев определена заменой зуба клином, вписанным в него, 
на основании известного решения задачи теории упругости о кли­
не, нагруженном в вершине системой сил. Установлено, что из­
гибная составляющая деформации зубьев практически не зависит 
от числа зубьев зубчатого колеса (при z 40).

При определении деформации основания зуба прилежащую- 
к зубу часть обода зубчатого колеса представляли в виде полу­
плоскости (или тонкой полосы — в зависимости от конструктив­
ного исполнения обода).

Показано, что деформация основания зуба состоит из двух 
компонент, первая из которых зависит от положения точки при­
ложения нагрузки на боковой поверхности зуба, а вторая — 
от координаты неподвижной точки на границе полуплоскости 
(полосы).

Контактная составляющая деформации зубьев определена на 
основе известного решения контактной задачи теории упругости 
о цилиндрах с параллельными осями. Наибольшую сложность 
при решении представляет обоснованный выбор базовых точек, 
сближение которых принимается за меру контактной деформации 
зубьев. Установлено, что за базовые могут быть приняты точки, 
находящиеся на расстоянии 10  b (b— полуширина площадки кон­
такта) от точки начального контакта зубьев. При таком выборе 
базовых точек контактная деформация зубьев линейно зависит 
от нагрузки, что упрощает практические расчеты.

Сопоставление расчетных и экспериментальных деформаций 
прямых зубьев дало их хорошее совпадение, что позволяет реко­
мендовать разработанный метод определения деформации прямых 
зубьев в расчетную практику. Для упрощения расчетов для ци­
линдрических зубчатых колес с дисковой формой обода результаты 
расчета суммарной деформации зубьев аппроксимированы коси­
нусоидой.

Дальнейшие теоретические исследования деформации прямых 
зубьев, по-видимому, следует проводить, отказавшись от поэле-



ментного ее представления, с использованием конформного ото­
бражения численными методами. Это позволит получить строгие 
решения с учетом действительной формы переходной кривой при 
различном конструктивном исполнении ободьев зубчатых колес. 
Экспериментальные исследования деформации прямых зубьев 
следует продолжать для определения влияния, оказываемого 
погрешностями монтажа зубчатых колес (непараллельность, пере­
кос) и геометрическими параметрами зубьев и ободьев зубчатых 
колес. Исследования на моделях и стендах дадут возможность 
исключить вспомогательные факторы, снижающие точность экс­
перимента.

2. Разработан метод определения деформации косых зубьев, 
основанный на введении модели упругого основания, имитиру­
ющего деформирование косых зубьев. В соответствии со свойст­
вами введенного упругого основания, косой зуб представляется 
набранным из прямых зубьев, полученных рассечением косого 
зуба рядом плоскостей, параллельных торцевой плоскости зуб­
чатого колеса; принято допущение о неискривляемости образо­
ванных прямых зубьев, что соответствует равенству нулю осевых 
смещений точек контактной линии и существованию между пря­
мыми зубьями только сдвиговых связей.

Модель упругого основания и принятые допущения о харак­
тере деформирования зубьев позволили, на базе решенной задачи 
о деформации прямых зубьев, получить в замкнутом виде решение 
задачи о контакте косых зубьев, включающее как определение 
деформации зубьев, так и распределение нагрузки по длине кон­
тактных линий. Получено решение задачи при наличии и отсут­
ствии технологических погрешностей зубчатых колес. При учете 
влияния деформации других элементов зубчатой передачи на 
характер контактирования косых зубьев (ободья зубчатых колес, 
валы, опоры) принято допущение, значительно упрощающее 
расчет, не снижая его точности, заключающееся в том, что на 
деформирование этих деталей влияет средняя удельная нагрузка, 
распределенная по длине контактной линии,— являющееся рас­
пространением принципа Сен-Венана на зубчатую передачу.

Уточнены два метода — статический и резонансный — экспе­
риментального определения жесткости косозубого зубчатого за­
цепления. В первом методе жесткость зубчатого зацепления опре­
деляется по результатам измерения упругих смещений зубча­
тых колес, а во втором методе — по результатам определения 
собственных частот упругой системы, включающей зубчатые 
колеса.

Дальнейшие теоретические исследования деформации косых 
зубьев, по-видимому, следует проводить, отказавшись от поэле­
ментного ее представления. В этом направлении могут быть эф­
фективными два подхода. Во-первых, применение численных ме­
тодов при решении пространственной задачи о деформировании 
косых зубьев; во-вторых, принятие ряда простых гипотез о харак­



тере деформирования зубьев и проверка их экспериментальным 
путем.

Экспериментальные исследования деформации косых зубьев, 
по-видимому, следует проводить с целью оценки влияния, оказы­
ваемого погрешностями монтажа зубчатых колес и геометриче­
скими параметрами зубьев и ободьев зубчатых колес, а также 
проверки гипотез, позволяющих получать приближенные реше­
ния задачи о деформации косых зубьев в замкнутом виде.

3. Деформация шлицов при отсутствии перекоса осей муфт 
определена поэлементно, как сумма изгибной, основания и кон­
тактной составляющих. Изгибная составляющая деформации 
шлицов определена из решения задачи о тонкой консольной пла­
стине, нагруженной по боковой поверхности распределенной 
нагрузкой (шлицы с прямолинейной образующей) или линейной 
нагрузкой (шлицы с криволинейной образующей).

Деформация основания шлица определена так же, как и для 
прямых зубьев, а контактная составляющая деформации шлицов 
найдена по опытным данным о контакте шероховатых поверхно­
стей (шлицы с прямолинейной образующей) и из решения задачи 
о контакте цилиндра с плоскостью (шлицы с криволинейной обра­
зующей).

Деформация шлицов при наличии перекоса осей муфт опре­
делена с использованием гипотезы Винклера, однако в отличие 
от традиционного применения этой гипотезы, коэффициент посте­
ли, характеризующий упругие свойства шлицов, построен на 
базе полученных решений о деформации шлицов при отсутствии 
перекоса осей муфт. Такой подход к оценке деформации шлицов 
позволяет получить достаточно простые формулы, не снижая 
точность расчета, поскольку принятое допущение относится к вы­
бору вспомогательной величины (коэффициент постели упругого 
основания).

Разработан тензометрический метод определения деформации 
шлицов, суть которого заключается в определении начальных 
зазоров между зубьями по результатам измерения окружных шагов 
шлицевых венцов и последующем тензометрировании шлицов 
с различными величинами исходных зазоров. Практическая про­
верка предложенного метода подтвердила существование линейной 
зависимости между относительными деформациями, регистриру­
емыми тензодатчиками, и величиной исходного зазора между 
зубьями, что позволяет косвенным путем находить деформацию 
шлицов. Установлено, что дополнительная деформация шлицов, 
обусловленная податливостью обода муфты, не превосходит 1 0 % 
от суммарной деформации шлицов.

Дальнейшие теоретические исследования деформации шлицов, 
по-видимому, следует проводить в направлении поиска обосно­
ванных допущений, упрощающих расчет и позволяющих получить 
решение в замкнутом виде. Экспериментальные исследования 
следует проводить с целью оценки влияния перекоса осей муфт



и геометрических параметров шлицов и ободьев муфт на величину 
деформации шлицов.

4. Деформация ободьев центральных колес определена на базе 
метода единичной нагрузки Бицено, что позволило оценивать 
напряженное и деформированное состояния ободьев кольцевой 
формы при произвольной системе сил, действующих от сателли­
тов. При равных нагрузках на сателлитах определены составля­
ющие упругой линии центральных колес двух типов — свободное 
кольцо и кольцо, соединенное с оболочкой.

Экспериментальная проверка напряженного состояния эпи­
цикла показала хорошее соответствие расчетных и измеренных 
относительных деформаций; установлено, что в зоне нагруженного 
зуба возмущение поля напряжений от зуба значительно искажает 
эпюру расчетных изгибных напряжений; показано, что реактив­
ная нагрузка в шлицевом соединении эпицикл — блокирующая 
муфта практически не влияет на напряженное состояние эпицикла.

Предложена зависимость для оценки влияния зубьев на жест­
кость обода зубчатого колеса. Выполнена экспериментальная 
проверка трех методов оценки влияния зубьев на жесткость обода 
эпицикла — по перемещениям, по напряжениям, по положению 
нейтральной линии. Показана их полная идентичность и предло­
жены рекомендации по учету влияния зубьев при тарировании 
ободьев зубчатых колес.

Теоретические исследования деформации ободьев центральных 
колес, по-видимому, должны проводиться в направлении строгого 
учета взаимодействия между ободом и нагруженным зубом с уче­
том концентрации напряжений в основании зубьев для различных 
конструктивных схем ободьев зубчатых колес. Эксперименталь­
ные исследования, по-видимому, должны проводиться для оценки 
напряженного состояния в зоне нагруженного зуба при различ­
ных соотношениях толщин зубьев и ободьев зубчатых колес.

5. Деформация обода сателлита определена на базе метода 
единичной нагрузки Бицено с использованием решения Папко- 
вича П. Ф. по расчету верхнего кольца жестких ба жбан >в ба­
шенных артиллерийских установок. Получены зависимости для 
оценки напряженного и деформированного состояний обода са­
теллита, оценены границы нагрузок, при которых следует учи­
тывать распределенный характер усилий в соединении сателлит — 
ось сателлита.

Теоретические и экспериментальные исследования деформа­
ции ободьев сателлитов должны, по-видимому, проводиться с 
целью оценки влияния реактивной нагрузки в соединении са­
теллит — ось сателлита на напряженное и деформированное со­
стояния обода сателлита, а также характера совместного дефор­
мирования нагруженного зуба и обода сателлита с учетом кон­
центрации напряжений в основании зубьев.

6. Деформация ободьев шлицевых муфт определена поэле­
ментно, как сумма периодической и осесимметричной составля­



ющих. Периодическая составляющая определена как деформации 
кольца, нагруженного системой распределенных периодических 
нагрузок; осесимметричная составляющая определена как де­
формация короткой цилиндрической оболочки при соответству­
ющих условиях закрепления на торце.

Выполнено экспериментальное исследование напряженного 
состояния блокирующей муфты. Показано, что принятая при­
ближенная методика оценки напряженного и деформированного 
состояния шлицевых муфт в основном хорошо соответствует 
полученным экспериментальным данным.

Дальнейшие теоретические исследования деформации ободьев 
шлицевых муфт, по-видимому, должны проводиться на базе мо­
ментной теории тонких оболочек, а также путем изучения совмест­
ного деформирования элементов уравнительного механизма с уче­
том упругого слоя (шлицевого соединения) между муфтами. Экс­
периментальные исследования деформации ободьев шлицевых 
муфт, по-видимому, следует проводить в направлении всесторон­
него изучения напряженного состояния, включая и торцевые 
участки, где проявляется краевой эффект.

7. Деформация оси сателлита определена поэлементно, как 
сумма составляющих изгиба, сдвига и контактной. Изгибная 
и сдвиговая составляющие деформации определены из ре­
шения задачи о брусе, установленном на двух опорах конечной 
длины. Составляющая овализации определена на базе структур­
ной формулы для кольца, сжимаемого двумя силами, с привлече­
нием экспериментальных данных по деформации поршневого 
пальца авиационного двигателя. Показано, что составляющая 
овализации значительно превосходит изгибную составляющую 
деформации оси сателлита, на основании чего предложены прак­
тические рекомендации по установке тензодатчиков на осях са­
теллитов при исследовании распределения нагрузки между са­
теллитами.

Контактная составляющая деформации оси сателлита опре­
делена на базе решения контактной задачи теории упругости о 
плотном контакте цилиндра и цилиндрической полости.

Экспериментальное исследование напряженного и деформи­
рованного состояния оси сателлита показало, что суммарная 
податливость оси сателлита может в некоторых случаях превос­
ходить деформацию зубчатых зацеплений. Это вызывает необхо­
димость решения задачи о деформации оси сателлита в более стро­
гой постановке.

Дальнейшие теоретические исследования деформации оси са­
теллита, по-видимому, следует проводить, отказавшись от поэле­
ментного определения деформации, и рассматривать ось сател­
лита как толстостенную трубу, контактирующую с сопряженными 
деталями (сателлит, щеки водила). Экспериментальные исследо­
вания должны быть направлены на изучение деформированного 
состояния оси сателлита при различных геометрических разме-



pax сателлита и щек водила и проверку тех упрощений, которые 
позволят получать решение в замкнутом виде.

8 . Деформация водила определена поэлементно, как сумма 
сдвиговой и крутильной составляющих перемычек, а также сдви­
говой деформации щеки и деформации прилежащей к перемычке 
части щеки. Конструкции водил современных тяжелонагружен- 
ных планетарных механизмов таковы, что едва ли следует счи­
таться с изгибной деформацией щек и перемычек водила.

Сопоставление результатов расчета с известными экспери­
ментальными исследованиями деформации водила показали их 
хорошее соответствие, при этом расчетная деформация была на 
10 -ь  20% меньше измеренной деформации водила. Выполненное 
сопоставление позволило ввести в расчетную формулу эмпириче­
ский коэффициент и рекомендовать ее для практического исполь­
зования.

Экспериментальные исследования деформации водила, по- 
видимому, следует проводить в модельных условиях, варьируя 
в широких пределах геометрические размеры щеки и перемычек 
водил. Это позволит получить эмпирические коэффициенты, ко­
торые можно включать в полученную структурную формулу для 
деформации водила.

9. Предложенные методы расчета деформативности элементов 
и соединений планетарных механизмов, наряду с самостоятель­
ным значением, могут быть использованы для решения задач ста­
тики планетарных механизмов таких, как: распределение нагрузки 
между сателлитом с учетом погрешностей и упругого деформи­
рования зубчатых зацеплений; распределение нагрузки между 
зубьями в зацеплении; распределение нагрузки по длине кон­
тактных линий; распределение нагрузки между шлицами с учетом 
погрешностей и упругого деформирования ободьев шлицевых 
муфт; распределение нагрузки между шлицами при перекосе 
осей муфт и др. В связи с этим при теоретических и эксперимен­
тальных исследованиях деформативности планетарных механиз­
мов следует искать обоснованные упрощения и допущения, ко­
торые позволяли бы получать окончательные решения в аналити­
ческом виде.
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